1 — Cours Sciences Physiques MP*

Systemes de coordonnées - Analyse vectorielle

1 Coordonnées cartésiennes

Le repérage d’un point de I’espace est réalisé par la donnée de trois longueurs algébriques x, y et z évaluées
par rapport a trois axes perpendiculaires, voir la figure 1.
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FIGURE 1 — Coordonnées cartésiennes
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Le vecteur position s’exprime par OM = x€,+y€, + 2€,. Comme les vecteurs unitaires intervenant dans son
expression sont indépendants de la position du point M, sa différentielle encore appelée déplacement élémentaire
est :

Py
dOM = dze, + dyey, + dze.
Ce vecteur est constitué de trois vecteurs qui générent trois surfaces par produit vectoriel de deux d’entre
eux et un volume par réalisation du produit mixte entre les trois. On obtient :

dS, = dedye. dS; = dedzé, dSs; =dydzé, et dr = dedydz

Considérons une fonction scalaire f fonction des coordonnées x, y et z d’origine O et du temps : f =

f(:I:? y, Z, t)'
Le gradient de cette fonction scalaire est un vecteur qui est défini par :

— af af af
d — a_ _’z —¢ a_ _'z
grad f awe Jra ey+aze
Ce vecteur permet de visualiser les évolutions de la fonction f avec les variables x, y et z. La différentielle de
9] 0 0
la fonction f s’exprime par définition selon : df = a—fdx + a—fdy + a—fdz. Ce rappel de la notion de différentielle
x Y z

nous amene a observer la relation importante suivante, valable dans tous les systemes de coordonnées :

— ol
df =grad f -dO
On appelle laplacien scalaire de la fonction scalaire f, 'opérateur suivant noté Af :

0% f  0%f O°f
M=z op T oz

Soit A un vecteur fonction des coordonnées cartésiennes (on devrait plutdt parler de champ de vecteurs).
La forme la plus générale de ce vecteur fait intervenir 3 composantes A, A, et A, relative a chacun des vecteurs
de la base cartésienne. L’expression la plus générale du vecteur est :

A’LY: Am(xvya Z; t)gm + Ay(l'a yv th)gy + Az(xvya Za t)gz

Il existe des opérateurs qui agissent sur un tel vecteur.
On appelle divergence du vecteur A, 'opérateur noté div qui engendre la fonction scalaire suivante :

- 0A 0A 0A
v A — T Yy z
div ox * oy * 0z
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—
On peut observer que le laplacien scalaire peut s’obtenir par : Af = divgrad f.
On appelle rotationnel du vecteur A, 'opérateur noté rot qui engendre le vecteur suivant :

b A= (20 g (04 04N (04 04 g
oy 0z ¥ 0z Ox Y ox dy ?

En cartésien, on retiendra que 'opérateur laplacien vecteur construit un vecteur apres action du laplacien
scalaire sur chaque composante de ce vecteur :

AA = AA G, + AAE, + AALE,
PA, A,  OPA,

avec par exemple : AA, = + + .
P P * 02 0y? 022
En coordonnées cartésiennes, on peut présenter les différents opérateurs précédents en utilisant un unique
opérateur : 'opérateur nabla défini par :

v-26+9: 49
ot oy Y 0z 7
Grace au nabla, on peut écrire que :
— 4
—ygradf=Vf
AV
iy A=V
— rotA=VAA

2 Coordonnées cylindriques

Le repérage d’un point de I'espace est réalisé par la donnée de deux longueurs 'une positive r, 'autre
algébrique z et d’un angle 0, voir la figure 2.
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FI1GURE 2 — Coordonnées cylindriques

" . = o o . c e o .
Le vecteur position s’exprime par OM = ré,.+z€,. Ici, le vecteur unitaire €, intervenant dans I’expression de
OM dépend de la position de M puisque son orientation sera fonction de la valeur de Pangle 6. On a &, = €,(0).

—

— e
Le déplacement élémentaire est AOM = dre,. + rdeé,. + dze,. On peut montrer que d_HT = €p et par conséquent
on a :

dOﬁ =dré, + rdféy + dzé,
Ce vecteur est constitué de trois vecteurs qui génerent trois surfaces par produit vectoriel de deux d’entre
eux et un volume par réalisation du produit mixte entre les trois. On obtient :

dS, = rdrdfe, dS, = drdzé, dSs; =rdfdzé, et dr = rdrdfdz

Le gradient d’une fonction scalaire est f(r,0, z,t) :

0 10 0
—fé}Jr——fé’eJr—f_’

—
df = z
gradf =5 e+ 159 9z°
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Le laplacien scalaire de la fonction scalaire f est :

B of\ 1 0%f Of
Afrar<ar> 2062 T a2

Soit A un vecteur fonction des coordonnées cylindriques, I'expression la plus générale du vecteur est :
A= Au(r,0,2,0)8 + Ag(r, 0, 2,1)8 + A.(r,0, 2, ).
La divergence du vecteur A est :

8(TA ) n l@Ae n 0A,
or r 00 0z

div A =
r

Le rotationnel du vecteur A est :

—1)5/—1»7 laAz (9A9 N + aAr - aAz —
I SV R P 0z or )€

1
r

(2 _08)-

3 Coordonnées sphériques

Le repérage d’un point de ’espace est réalisé par la donnée d’une longueur positive r et deux angles 6 et
@, voir la figure 3.
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F1GURE 3 — Coordonnées sphériques

—

Le vecteur position s’exprime par OM = re,.. Ici, le vecteur unitaire €. intervenant dans ’expression de
OM dépend de la position de M puisque son orientation sera fonction de la valeur des angles 6 et ¢. On a
é. = é.(0,¢). Le déplacement élémentaire est :

Y
dOM = dré, + rdféy + rsin 0dpé,

Ce vecteur est constitué de trois vecteurs qui générent trois surfaces par produit vectoriel de deux d’entre

eux et un volume par réalisation du produit mixte entre les trois. On obtient :

ds, = rdrdde, dS, = rdrsin Odpey dS; = r?sin 0dfdee, et dr =r?drsinfdéde

Le gradient d’une fonction scalaire est f(r,0, ¢, t) :

— 78]’_, 18f_, 1 8f_,
gradffa S 90 ° +rsm96<p

Le laplacien scalaire de la fonction scalaire f est :

10 [ ,0f 1 of 1 o*f
Af= 2 or (T 8r)+r251n989 (1 939) 72 sin? 9 Op?
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Soit A un vecteur fonction des coordonnées sphériques, I’expression la plus générale du vecteur est :

"Zf = AT(ra 95 507 t)a“ + AQ(T, 97 905 t)éb + Atp(ra 95 507 t)éZP
La divergence du vecteur A est :

.= 10(r?A4A,) 1 OsinfAy 1 0A
A== u £
div r2  Or + rsinf 00 rsinf Oy

Le rotationnel du vecteur A est :

— o 1 d(sinfAy,)  0Ag\ . 1( 1 04, 0(rdy)) . +l d(rdg) 0A:Y .
00 dp Ty Ty or a0 )%

sinf OJp or

4 Analyse vectorielle

Double produit vectoriel
AN(BAC)=B(A-C)-C(A-B)
On peut retenir par le moyen mnémotechnique : Bac - Cab.
Produit mixte
A (BANC)=C-(ANB)=B-(CAA)=Det(A, B,C) = A, B,C)
Le produit mixte autorise la permutation circulaire.

Reégles sur les opérateurs

- . S
@gradf =0 et divrot A = 0
et aussi
N S S
roirol A = graddivA — AA
Les opérations gradient, divergence et rotationnel étant fabriquées a partir d’opération de dérivation, on
pourra voir dans ce qui suit une analogie (certes lointaine. .. ) avec (fg)' = f'g+ fg’ :
- S — - o & (2 —
ot (fA) = frot A+ grad f A A et div(fA) = fdiv A + (A : grad) f

Théoremes importants
Soit S une surface fermée entourant un volume 7 : le flux d’'un vecteur sur la surface S orientée vers
Iextérieur est égal a 'intégrale de la divergence de ce vecteur sur tout le volume 7.

Green - Ostrogradski ﬁ A-dS = jjf div Adr
S /8

Soit C une courbe fermée sur laquelle s’appuie une surface X : la circulation d’un vecteur le long de C est
égale au flux du rotationnel de ce vecteur a travers ¥ orientée selon la regle du tire-bouchon.

Stokes Al = [ roh A5
¢ b
/c
Soit C une courbe fermée sur laquelle s’appuie une surface ¥ : le premier théoréeme de KELVIN permet de

transformer une intégrale sur le contour en une intégrale sur la surface.

-,

Kelvin 1 7§ (7 Aydr = {[ —grad (7 A) A d5)
¢ s/C

Soit § une surface fermée entourant un volume 7 : le second théoreme de KELVIN permet de transformer
une intégrale vectorielle de surface en une intégrale de volume.

Kelvin 2 (f rasi= [ grad f dr
S /S
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4.1 Théoréme de Green - Ostrogradski

0

T/8

FIGURE 4 — Théoreme de Green-Ostrogradski

Green - Ostrogradski @ A-dS = ij div Adr
S /S
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4.2 Théoréme de Stokes

o .o e

FIGURE 5 — Théoréme de Stokes

Stokes %g-df_’: fjrv:tgdf]
¢ s/c

5 Surfaces - Volumes
5.1 Expressions générales

Une surface élémentaire dS est le produit vectoriel de deux déplacements élémentaires dfy = dtré) et
dly = dla€s ol €7, €3 et €5 = €1 A €3 sont des vecteurs unitaires :
dS = df) A dly = dlydly sin o @,
ou « est ’angle entre les vecteurs €7 et €5.

Dans le cas des coordonnées cartésiennes, on vérifie donc que ds, = dzdzéy, puisque dS, = dzé, Adzé,. Le
produit vectoriel dze, A dzé, possede le signe opposé, il faut donner I'indication de I'orientation pour qu’il n’y
ait pas d’équivoque. Dans le théoréeme de STOKES, on est contraint par le choix d’une orientation sur le contour
C. On trouvera une surface par intégration de la surface élémentaire.

Un volume élémentaire est le produit mixte de trois déplacements élémentaires :
dr = (dElAdZQ) Al = (dEgAle) Ay = (dZQAdEg) .df,
Le produit mixte autorise les permutations cycliques, ce qui est rappelé dans la formule ci-dessus.

On peut retrouver facilement I’expression du volume élémentaire en cartésien puisque les trois déplacements
élémentaires sont orthogonaux entre eux :

dr = (dzé; Ady &) - dz €, = dzdy €, - dz €, = dadydz

Un volume sera ensuite déterminé par intégration du volume élémentaire.
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5.2 Surfaces et volumes en cylindriques
L’objectif de ce paragraphe est de gagner en aisance pour exprimer divers éléments de surface et de volume

dans le cas d’une situation physique décrite a I’aide des coordonnées cylindriques. On mettra en place des calculs
autour d’un cylindre de hauteur h et de rayon R représenté a la figure 6.

O

FIGURE 6 — Cylindre a base circulaire

— Retrouver par intégration la surface du disque comme celui de la face inférieure (ou supérieure) du
cylindre.

— En déduire l'expression de la surface d’un disque troué de rayon extérieur R et de largeur e.

— Déterminer ’expression de la surface élémentaire d’'un disque élémentaire troué de rayon intérieur r et
de rayon extérieur r + dr. Faire un schéma et commenter.

— Retrouver par intégration le volume du cylindre.

— En déduire I'expression du volume d’une portion de cylindre définie par un angle « (imaginer une portion
de camembert).

— Exprimer le volume d’un tuyau de hauteur h, de rayon extérieur R et d’épaisseur e.

— Exprimer le volume élémentaire d’'un tuyau de hauteur h, de rayon intérieur r et de rayon extérieur
r 4+ dr. Faire un schéma et commenter.
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5.3 Surfaces et volumes en sphériques

L’objectif de ce paragraphe est de gagner en aisance pour exprimer divers éléments de surface et de volume
dans le cas d’une situation physique décrite a ’aide des coordonnées sphériques. On mettra en place des calculs
autour d’une boule de rayon R représenté a la figure 7.

FIGURE 7 — Boule

— Retrouver par intégration la surface de la sphere de rayon R qui enferme la boule.

— Déterminer la surface d’une portion de la sphere de demi-angle au sommet « (6 € [0, a]).

— Déterminer 'expression de la surface élémentaire d’une couronne élémentaire comprise entre 6 et 6 + d6.

— Retrouver par intégration le volume de la boule.

— En déduire I'expression du volume d’une boule trouée de rayon extérieur R et d’épaisseur e.

— Exprimer le volume élémentaire d’une boule trouée (peau d’orange en quelque sorte) de rayon intérieur
r et de rayon extérieur r + dr. Faire un schéma et commenter.
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