1 — DL3sol Sciences Physiques MP* 2024-2025

Devoir libre de Sciences Physiques n°3 du 04-11-2024

— Solutions —

Probleme n°1 — Fluctuations d’intensité d’un laser ENS MPI' 2010

A. Refroidissement d’un résonateur mécanique

1. La relation de la dynamique projetée sur I’axe Ox donne mz + Kz = 0. La pulsation propre de 1'oscillateur

est |wg = 27fy = poogl

2. Dans cette question, il y a équivoque entre la pulsation de résonance en régime harmonique forcé et la
pulsation des oscillations amorties souvent appelée pseudo-pulsation. L’équation différentielle du mouvement
est maintenant mi +m~yi + Kx = 0 qui devient & + 4 +wix = 0. Le discriminant de 1’équation caractéristique
est A = 42 — 4w? < 0 puisque le systéme est faiblement amorti. Les racines sont donc complexes de la forme

r=—-%+j\/wi— A’TQ. Les solutions sont de la forme 2(t) = exp —3t(A cos Qt + Bsin Qt) avec | Q = 1/wi — 7742 .
Au premier ordre en «y/wp, on peut effectivement voir que € ~ wy. Pour une résonance d’amplitude, il faudrait
exciter 'oscillateur avec une force de la forme Fjcoswt. En utilisant la notation complexe, on trouve que

2 2
[(WE — w?) + jyw]z = Fy/m. L’amplitude est donnée par |z|? = M%j‘g/% Cette amplitude est maximale
2

lorsque D(w) = (w} — w?)? + y?w? passe par un minimum. Le calcul de la dérivée montre que cela se produit

2 N o, . 7 . . .
pour w, = w% — 77 a condition évidemment que v < wpv/2. On notera toutefois qu’au premier ordre en 7y/wo,

on peut confondre w, et €.

3. La forme de la solution est 2(t) = exp —3t(Acoswot + Bsinwpt). Or, at =0, on a x = o et donc A = xo.

Le systeme est laché sans vitesse initiale. Le calcul de la vitesse donne & = expf%t((Bwo — %A) coswot —

Awg + I B)sinwgt). Comme & = 0 en t = 0, on doit avoir 0 = Bwg — 2 A et, par conséquent, B = 122, On écrit
2 2 2w0

donc que x(t) = xo exp —3t[cos wot + ﬁ sinwpt]. Comme v < wyp, on va simplifier expression précédente pour

conclure que ‘ x = xoexp — %t coswol ‘ L’allure de la courbe est donnée a la figure 1.

€T
Zo ¢

FIGURE 1 — Oscillations amorties

4.On a E, = 1Ka? = J Kz} exp —ytcos® wot et E, = Zi? = Tmwiad exp —vt sin? wot. L’énergie mécanique

1
2 2

est donnée par : | E,, = %K 23 exp —t | puisque mw3 = K. On constate que I’énergie mécanique diminue du fait

des frottements fluides.

5. Les chocs étant aléatoires, il y en aura ‘ autant d’'un coté du miroir que de 'autre coté |

6. L’amortissement étant tres faible, on raisonne sur une durée qui permet de considérer une forme de solution

r = xrcoswyt non amortie. On a ainsi F, = %mwgm% sin? wot et B, = %KxQT cos? wot. Sachant que sur
une période < cos?wot >= %, on trouve que ’énergie mécanique moyenne est < E,, >= %mw%x% = kpT.
L’amplitude des oscillations est : |xp = iﬁ—gf .

0

7. On prendra une température T' ~ 300K, on trouve ‘QET ~5x 107" m| Cette amplitude est trés faible,
nettement en dessous du picometre.

8. Puisqu’on étudie une phase ou I'amortissement est négligeable, ’énergie mécanique se conserve. Il faut donc

1. En 2010, ’acronyme MPI n’avait pas la méme signification qu’aujourd’hui, il signifiait concours ENS Maths-Physique-
Informatique pour la filiere MP.
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que la puissance de la force de LANGEVIN compense la force de frottement : Pg, + Pr. = 0 avec Py, = —myi?.

La puissance moyenne de la force de LANGEVIN est donc Pp, = my < @2 >. Or 2 = w222 sin® wyt, on en
p Yy T Y T )

déduit que < 42 >= %w%x% et donc que Pp, = 'y%mw%ac%. On trouve bien que : | Pr, = vkpT |

9. On ajoute au bilan de force une force de frottement fluide de la forme —gm-yz. La relation de la dynamique
conduit alors & : & + (1 + g)yd + wix = 0. Comme la puissance de la force de LANGEVIN est toujours la méme,
on a Pp, = vkpT = my(1+ g) < i* >= Jymw3z? (1 + g). La nouvelle amplitude des oscillations en régime

permanent est z. = 4 /(lil;f[iwg ce qui donne : |z, = \/'J;TTQ .

2, 2
52 . . . , 5 . /1 mwyT _ ’ 4 . .
10. L’énergie mécanique est au carré de 'amplitude et on a E;, = 5 1_ﬁgT = kpT’. On en déduit que, puisque
1 2,2 _ ) | = T
§mwaT = k'BT, Pona:|T' = m .

11. Les fluctuations thermiques ne dépendent que de la et pas de la pression, sauf si le fait
d’augmenter la pression était suivi d’'une augmentation de la température ce qui n’est pas le cas envisagé ici.
B. Mesure de petits déplacements

12. Considérons le faisceau 1 qui va étre détecté par le photodétecteur Ph;. Il y parvient une onde qui a
traversé la lame séparatrice (coefficient ¢) qui va vers le miroir My (déphasage de ¢) et qui revient se réfléchir
sur la lame (coefficient —r). Le déphasage par rapport & I'autre faisceau est ¢ = 222(ALg + z(t)). L’amplitude
est donc —agtr exp jo. Pour l'autre rayon parvenant sur Phi, c’est une réflexion (coefficient r) pour aller
vers le miroir M; et une transmission (coeflicient ¢) & la traversée de la lame. L’amplitude est donc agrt.
Finalement sur le détecteur Phy, on récupere 'amplitude totale s; = agrt(1 — exp j¢). L’intensité est donc

I = asis] = $aj(2 — 2cos p). Avec une intensité rentrant dans l'interférometre Iy = wad, on peut écrire que
I =L(1—cos AL (ALg + x(t))) | Pour I'amplitude arrivant sur le second détecteur, on a une contribution qui

provient d’un faisceau qui est allé sur le miroir M, et qui a fait deux traversées de la lame : amplitude agt? exp jo
et une autre qui a fait deux réflexions sur la lame : amplitude agr?. Comme r? = t2, on arrive & une amplitude

totale s2 = ag(1 + expjy) et donc une intensité de la forme | I = 2 (1 + cos £ (ALg + z(t))) |

13. On en déduit que s = nlj cos 2T (ALg + z(t))). On effectue un développement limité de la fonction cosinus
4nALg QLo )
)

au voisinage de 0 et on arrive a s = nly cos =74 — nlo%(sm x. On identifie donc so = 1y cos _4W§Lo et

47TALO
—— I

a= 777]047“ sin

47TALO —
Y =

14. On souhaite avoir la plus grande valeur de a > 0 possible. Il faut que sin —1. Cela signifie que

—4”§L0 = (4p + 3)%. La condition sur la longueur est donc : | ALy = (4p + 3)% . Si cette condition est réalisée,
on constate que so = 0 & ce moment-la. La réponse du détecteur est alors linéaire avec s(t) = qmqarx(t) ot Pon
a posé par = @.

15. Si ALg varie de % alors la sensibilité puisque sin w = Sin(MATLO +3)=0.
16. D’apres ce que l'on a vu avant, s(t) = nly cos 2Z(ALg+ )\%) — z(t)nlo 2= sin 4 (ALo+ )\é) On développe

le cosinus et le sinus en utilisant les conditions vues avant (sin % = —1 et cos % = 0). On obtient alors

sp(t) = nlpsin 47r% et |o/(t) = nlo4E cos 47r% . Avec cette forme, on retrouve le fait que o/(t = 0) = aymaa €t

sp(t = 0) = 0. La fonction o/ (¢) obtenue ici, varie assez peu au voisinage de 0. Comme de plus, cos & ~ 0,87
on peut estimer que la sensibilité varie peu sur I'intervalle [0, ]. La durée de I'expérience peut étre estimée de

telle sorte que 47r% = - On trouve donc que t¢yp ~ ;—% ~0,5s.
17. La période des oscillations est Ty = % =1075s. On a teyp = 5 x 1057, c’est une durée suffisante pour

mesurer les oscillations du miroir.
18. On suppose maintenant que le déplacement du miroir M; est £, = Bu.(t) = Bs(t) & cause de rétroaction
réalisée sur le montage électronique. Or s(t) = ez (AL(t) — ALg) et AL(t) — ALy = D(t) — £.(t) + z(t). On

obtient dans ces conditions : | s(t) = 7%2ee—(D(t) + x(t)) |

19. En utilisant la forme de D(t), on peut écrire que s(t) = 32— (t) + A gam— % On constate sur cette

expression que tout se passe comme si 'on avait affaire & une nouvelle durée caractéristique t/; d’évolution de

D(t) en posant s(t) = 7%2e2—x(t) + A7~ en posant | ¢, = tgitBomas | Si Boy, . ~ 103 alors t/, ~ Bty ~ 500s.
d

1+Bamax Qmaz
20. En contre-partie, on constate que 'on passe de s(t) = amasu(t) & s(t) = 7g2e=—a(t). La sensibilité est
maz _ ~ 103
donc m ~ 10 .

1
1427

21. On a un filtre passe-bas du premier ordre, le module de sa fonction de transfert est H(w) =

NS
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Sa pulsation de coupure est w.. Si on veut discriminer l'effet de dilatation et celui d’oscillation, il faut que
le signal basse fréquence (dilatation) passe alors que le signal de haute fréquence (oscillations) soit filtré. La
pulsation de coupure doit se situer entre les deux pulsations caractéristiques des deux signaux. On doit donc

| . - - We
avoir : E<;’—W<f0.0n peut choisir f. = 52 ~ 1kHz.

22. A priori, les grandeurs évoquées sont les grandeurs complexes. On reste dans le domaine linéaire avec
AL(w)+D(w)—Le(w)+z(w) et £e(w) = Buc(w). En ajoutant la relation de transfert u.(w) = H(w)s(w), on arrive

as(w) = %m En réalité, cette expression n’est satisfaisante que pour un signal monochromatique, ce

qui n’est pas le cas ici. Le signal est composé de deux contributions, 'une wy = 27 f pour les oscillations et 'autre
wq = % pour la dilatation thermique. La linéarité de I’ensemble des composants assure du fait que la réponse
sera la somme des réponses a chaque signal. On aura donc s = #;”H(w)x(wo) + WFMD(wd). En
choisissant correctement le filtre, comme on I'a vu & la question précédente, on aura H(wp) ~ 0 et H(wq) ~ 1.

L’expression de la réponse sera donc : | s = amazx(wo) + %D(wd) . Cette expression nous montre que
maz

Pon a bien la sensibilité maximale qy,q, pour x(wp), c’est-a-dire les oscillations qui nous intéressent tout en
. ., N . . . , s . . 1 N
retrouvant une fonction liée a la dilatation qui va évoluer avec un temps caractéristique t/; = %‘“‘Btd a cause
max

du terme 52— D(1).

C. Le photodétecteur

PA
he |

23. La puissance correspond a 1’énergie par unité de temps, on a P = gi)% d’ou| ¢ =

24. La conversion est de un photon pour un électron. L’intensité correspondant au nombre de d’électrons par

unité de temps, on a donc ip = ¢ge = KP = %P. La photosensibilité est | k = % .

25. Avec les valeurs numériques proposées, on trouve : |k =5 x 107 A - W1 ‘

26. L’amplificateur opérationnel étant idéal, aucun courant ne circule au niveau de son entrée non-inverseuse.
La résistance R est parcourue par l'intensité ip, — ip,. Comme V; = V_ = s (montage suiveur), on en déduit

que ‘ s = Rk(P, — P1) ‘

27. Dans le circuit, on peut lire que s — up, = —Vi, s +up, = Ve et up, + up, = 2V,.. on a donc
2s = up, —up,. Si 'on veut qu’il y ait au moins 10 V sur 'une des diodes, cela veut dire qu’il y a alors 20 V sur
Pautre, en fait |up, —up,| = 10V et donc s = 5V. Pour une différence P, — P; = 0,01 W, on veut une réponse

s=5V. On va en déduire que (P, — P1) =5 x 1075 A et donc que | R = m =100k |

28. Avec le condensateur dans le modele de la diode, il faut reprendre ’écriture des lois de 1’électricité.
On a up, = Vee — 8, up, = Vee + 8, Uintensité du courant le condensateur de la diode Ds est donc is =
C % =-C % car V.. est stabilisée donc indépendante du temps. Pour 'intensité dans le condensateur de
la diode Dy, le raisonnement est le méme i; = C %. II reste & écrire la loi de nceuds en notant ir l'intensité
circulant dans la résistance R : kP +i2 = igr + kP1 + 1. On en déduit que ip = k(P2 — P1) — ZC% et ensuite
que s = Rip = kR(P, — P;) — ZRC%. La tension de sortie obéit a ’équation différentielle ZRC% + s =
kR(Py — P1) = 2Rk P& coswt. En régime permanent sinusoidal, on recherche la solution sous forme complexe :

(14 j2RCw) = 2k RPy€. La forme réelle de la solution est : | s(t) = \/% cos (wt — arctan 2RCw) |.

29. La fréquence de coupure du montage est telle que 2RC27 f = fi et donc | f. = ﬁ .

c

30. Avec R=10°Q, C =107°F, on a f. ~ 103Hz d’olt % = 103. On est dans la zone ou le filtrage est tres

2
important puisque 4/1 + % ~ % Si 'on prend € ~ 1 pour ce qui est peut étre mesuré au mieux, on trouve que

Saz = 2ulhfe — 5 % 108 V|. Cette valeur de la tension est beaucoup trop faible pour étre mesurée dans de
fo

bonnes conditions.

31. Dans le nouveau montage proposé, on voit que la diode est soumise a une tension fixe up, = V.. puisque
Vi = V_ = 0V du fait du branchement a la masse. Dans ces conditions, I'intensité i; circulant dans le
duDl

condensateur est nulle puisque i3 = C—+ = C % = 0. Le raisonnement est identique pour la seconde diode.

Le fait que assure que le condensateur ne filtrera pas le signal comme avant.

32. On applique le théoréme de MILLMAN : V_ = (¥ + £)/(2) et V, = (%)/(%). Comme 'amplificateur

opérationnel est idéal et en régime linéaire, V, = V_, on en déduit que . Le montage est un

soustracteur. On a s = 2RkPy€ coswt avec w = wy = 2110%rad - s7! et 2REPy€ = 5EV.
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D. Fluctuations d’intensité laser
Le laser

33. L’acronyme laser signifie Light Amplification by Stimulated Emission of Radiation.

34. En 1950, le physicien frangais ALFRED KASTLER met au point la technique du pompage optique. Cette
technique permet de placer un nombre important d’atomes dans un état d’énergie plus élevée que celle de leur
état fondamental. Il restait encore a utiliser cette technique pour réaliser I’émission stimulée de lumiere, en
provoquant la désexcitation coordonnée de ces atomes. En 1960, le physicien américain THEODORE MAIMAN
réalisa le premier laser.

35. La lumiere issue d’un laser diverge trés peu par rapport a des sources traditionnelles, elle est tres
‘monochromatique et surtout ce qui fait qu’elle est particulierement appréciée pour la réalisation

d’interférences comme cela été vu dans la partie précédente. Comme nous allons le voir a la question suivante,
I’énergie lumineuse est beaucoup plus concentrée qu’avec une source traditionnelle.

36. La taille de la pupille de ’ceil est de l'ordre de 1 mm?. C’est aussi 'ordre de grandeur de la section d’un

laser. La puissance surfacique du laser proposé est donc j; = % = %8 2 —10*W -m~2. Une ampoule de 100 W
correspond a une puissance électrique consommée de 100 W mais une puissance lumineuse produite de seulement
10 W car son rendement est relativement mauvais (< 10%). En général, on se situe a une distance de lordre
du metre de 'ampoule qui rayonne dans toutes les directions de 1’espace ou presque. La puissance surfacique

associée est donc j, = # avec R ~ 1m. On a donc j, ~ 1 W -m~2. On comprend la dangerosité du laser

avec : jJ—L ~ 10%|.

37. On suppose que le milieu est suffisamment dilué pour que la vitesse des photons soit c¢. Pour simplifier, on
ne considere que des aller-retours et donc une durée de base t;, = % Apres une durée Aty = tp, le photon possede
une probabilité T de sortir et R = 1—T d’étre réfléchi. Si le photon effectue un second aller-retour, la durée est 2t
et la probabilité qui correspond & une sortie a ce moment-la est T'R. Pour trois aller-retours, c’est une durée 3t; et
une probabilité T'R? et ainsi de suite. Le temps de vie moyen d’un photon dans la cavité est donc ¢,y = > it Py
avec P, = TR'"'. En factorisant, on obtient t,,, = %T(l + 2R+ 3R% +4R3...). 1l faut calculer la somme
S =1+2R+3R%>+4R3.... On peut observer que cette somme est S = (1+ R+ R?>+R3..)(R+2R*+3R3...).
On sait que 1+ R+R?>+R3 ... = 1R et en factorisant R dans la seconde somme, on voit que R+2R?*4+3R3... =

R(1+2R+3R?*+...) = RS On en conclut que S = 1% + RS d’ot finalement S = 7. On trouve

= R)2—

2L

que la durée de vie moyenne dans la cavité laser est donc : | ty,oy = 7% .

38.0na P=TP,, et donc| P, = % =0,2W | On trouve ty,oy =~ 3 X 10~ 8s.

Statistique des photons émis par un laser

39. Ona?:jipincet Pmc:g%.Onadonc: N:?zz .

40. Sur un groupe de N photons, avoir k£ photons émis pendant la durée 7 correspond a une probabilité
T* mais il ne faut pas oublier que dans le méme temps, il y a (N — k) photons qui ne doivent pas étre émis
(probabilité (1 — T')). Il faut donc multiplier les deux probabilités précédentes. La probabilité de 1’événement
étudié est donc T*(1 — T)N~F. Enfin, cette probabilité est valable pour n’importe quel groupe de k photons
formés parmi N photons au total. Or, il y a un nombre de possibilités correspondant & C%. Finalement la

probabilité est : | py mTk(l T)YN=Fk |

41. On introduit p = NT dans I'expression de la probabilité p, précédente : pr = ‘Iz—,ﬁ (NNk),( — LYN=R
Or ¢ (N]X!k)! = N(Nfl)(N;VQk)”'(kaH) =1(1—3%)(1—2)(1—£2). Avec cette derniére expression, on constate

que la limite lorsque N — oo va étre 1. Il reste le terme (1 — fﬁ)N kL étant fixé, si N tend vers U'infini, on
peut écrire que limpy o0 (1 — %)N_k = limy_0o(1 — %)N Cette derniere expression peut évoluer en prenant
I'exponentielle du logarithme. On a limy o exp N In(1 — £) = limy o0 exp N(—%7) = exp —p. On a donc bien

k
démontré que | pp = 4y exp —p | avec NT = p.

— k
42.0na k=73 ;. kpr = eXp —u Yoreo % Or ﬁ = ﬁ En utilisant cette remarque, on peut transformer
k—
'écriture de la somme! Y2 k, =py e, (k ) D orey —ﬁ =1+pu+5 . %—? .... Cette somme apparait

comme le développement en série de ’exponentielle. On a donc exp pu = Zk=1 % Finalement, on a k =

(exp —p)pexp . On peut conclure que la valeur moyenne du nombre de photons émis est : |k =y = NT'|. Ce
résultat est finalement assez intuitif puisque ’on dispose de N photons et que chacun a la probabilité T d’étre
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émis. On voit bien que le nombre effectivement émis est N7 en n’oubliant pas que le raisonnement n’est valable
que pour N — oo avec NT fixé.

43. 1l faut commencer par calculer k2. La procédure ressemble & la précédente, on a k2 = Z;OZO Ep, =
exp — Y rep k:)k—‘fk Dans k2, un facteur k va simplifier un terme du factoriel de k mais le second pose probléme
car il faudrait simplifier (k — 1). On s’en sort en écrivant que k = (k — 1) 4+ 1. Le développement amene k2 =
(exp—p) L > ey % +u?y o, %] On fait a nouveau apparaitre la fonction exponentielle pour écrire
que k2 = (exp —pu)[pexp pu + p2 exp p]. On trouve donc que k2 = p+ p2. L'écart-type est o(k) = /1 + pu2 — p2.

On trouve que | o(k) = (/i | L’incertitude relative est olk) — 1

kR

44. On a 7 = 1s. Avec P'expression de N en fonction de P établie avant, on a NT = % et par conséquent
% = Fh—f)\. On trouve % =5x 1077 Si la durée de la mesure avait été = = 109 s, alors % =104

La différence est notable, on comprend 'importance de la stabilisation pour effectuer des mesures pendant de
longues durées.

Réduction des fluctuations d’intensité

45. La force K7 est compensée par les chocs des photons. Pour un photon, le bilan de quantité de mouvement

est Apy = 27}1 Le nombre de photons arrivant par unité de temps est % = %. Le bilan de quantité de
mouvement est donc %% = %. On écrit donc que Kz = % et par conséquent : | T = % .

46. Il y a k, photons sur une longueur cr. La densité est : |d, = ’Z—T .

47. Lorsque le premier photon arrive sur le miroir situé a ’abscisse x,, a la date t,,, le dernier se situe a la
distance ¢r du miroir. Or, le miroir va se déplacer pendant le temps que mettra le dernier photon pour arriver.
Ce dernier photon frappe le miroir situé a ’abscisse x,,41 a la date t,, 1. Pendant la durée ¢,,41 — t,, le photon

a di parcourir la distance ¢ + x,,41 — 2. Il le fait a la vitesse ¢, on a donc |t,41 —t, =7+ % .

48. Le premier photon a parcouru la distance ¢(¢,+1 —t,) depuis la position x,, jusqu’au moment ou le dernier
photon frappe le miroir alors situé a I’abscisse 1. La distance qui sépare le premier photon du dernier est

! _ s r __ k r k
donc L' = ¢(tpy1 — tn) + Tny1 — Tn. La nouvelle densité est d;, = 7. On trouve | d;, = e e

49. S’il y a plus de photons que la moyenne alors il y aura plus de transfert de quantité de mouvement sur le
miroir qui va plus reculer donc x,, 1 — x, > AZ. Le terme z,41 — x, situé au dénominateur va faire diminuer
la densité linéique de photons et réciproquement si, au départ, la densité est moindre. Le miroir tend donc bien
a les fluctuations de densité de photons et donc de puissance.

50. La quantité de mouvement cédée est k,, 27}1 pendant la durée ¢, 11 —t,. La force est donnée par I’expression

_ _kn  2hc
cTH(@nt1—Tn) A [

F, = t7L+k1[tn 27}1 En utilisant ’expression de t,4+1 — t,, on arrive a | F, =

51. D’apres la relation de la dynamique, on a ma = Zﬁwt mais, ici, on néglige 'inertie ce qui veut
dire que m ~ 0. Comme I’énoncé nous l'indique, on écrit la relation de la dynamique a la date t¢,41 selon
Fehoes + Fressort = 0. Cela conduit a F,, = Kx,41. En utilisant les résultats précédents, on arrive a I’équation

2 — 2he
T — Tnp1(T —cT) —knig =0

e % d’ou 2—}}(5 = E% L’équation s’écrit alors

52.On a k = % et T = ?(—?c. Cela permet d’écrire que 5° =

>|

22— T (T —c7) — kE"ECT =0/

53. Si T < cr alors I'équation précédente s’écrit 39$1+1 + Tpypr0T — %ECT = 0. On peut encore écrire que

o

L7

xfl +1 K ZpticT et, par conséquent, conclure que | 41 ~ e

54. On avait d,, = ’Z—T et d), = Le rapport conduit a d, = 1+2(xn+‘f1wn)/(w). Avec I'expression
kn—k

k

kn
eTH2(Tpp1—Tn) "

obtenue & la question précédente et x, = T, on peut conclure que d), = d,,/(1 + A(

A=2\

CcT

)) ou l'on a posé

55. Il n’y a pas de photons perdus, donc si on retrouve la puissance moyenne, on doit retrouver la densité

moyenne : % =d= £ | On peut remarquer dans la formule précédente que si d, > d alors d, —d > 0 et si

CcT

d, < d alors d,, —d < 0.1l y a des effets de compensation qui vont jouer sur d’,.

_ dn—d / d’,*a ’ > ’ : 4 i N ¢/ — _€ntl — (A=A,
56. On pose €, = = et €, = ==—. D’apres I'expression donnant dy, on arrive & €, = g5 — 1 = 5.

Si on effectue un développement limité en ne conservant que les termes de premier ordre en A, on peut écrire que
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'~ (1—A)e,. On a donc o(e),) = (1 — A)o(e,). Or, €, possede le méme écart-type que dy, et il en est de méme

pour €, et d,,. On a donc bien ‘o(d,’n) =o(dy)(1—A) ‘ Ce résultat indique que les fluctuations de l'intensité

laser sont atténuées par la présence du miroir méme si I'effet est modeste puisque A < 1. C’est d’ailleurs bien
ce qu’explique 1’énoncé.

Probleme n° 2 — Ascension atmosphérique en montgolfiere Mines MP
2008

A. Atmosphere en équilibre

Atmosphere isotherme

M,P
RTo |

1. La loi des gaz parfaits est pV = nRTy = %RTO. On en déduit que : | pe =

N - S
2. L’équilibre des fluides est donné par la loi grad P = f,, dans un référentiel galiléen ou f,,; représente les
forces volumiques. Dans le référentiel terrestre, seul le poids sera pris en compte, on a donc I’équation différentielle

sur I’axe vertical puisque le poids n’a pas d’autre composante : % = —lleg = —PRLéQ En considérant la hauteur
s . . dP . d . . N . . o
barométrique, on obtient S5 = — %% qui s’integre facilement selon : | P(z) = Pyexp —F |

3. La masse molaire de air est une moyenne reflétant la composition molaire de 80% de Nj et 20% de O,
on trouve donc M, =29 g - mol~'. Cela nous permet de trouver | H = 8,43km |. La pression est la moitié de la

pression au niveau de la mer pour zé%?% = HIn2 = 5,84 km, c’est un peu plus haut que le sommet du Mont-
Blanc situé vers 4 810 m et nettement plus haut que le point culminant de la Loire-Atlantique situé (semble-t-il)

& Breteche en Chéateaubriant (115m). .. Le modele isotherme pour zgfﬁy = 5,84 km n’est vraiment pas adapté.

Equilibre polytropique

4. On utilise toujours la loi de la statique des fluides % = —u(z)g. En utilisant expression de la masse
volumique, on arrive & I’équation différentielle : % % = qui s’integre selon : | P(z) = Py(1 — az)®/H | ce qui

ameéne 8 = 2. En reprenant Uexpression de la loi des gaz parfaits, on trouve la loi attendue u(z) = o (1—az)? L.
B =% P p gaz p ) jz p

5. On trouve z£%%, = 20(1 — (1)H/%0) et numériquement : | 2239, = 5,36 km |. Cela est logique car la baisse de

la température avec 'altitude entraine obligatoirement une baisse de pression plus rapide que dans le modele
isotherme.

6. Avec la loi de température, on trouve Z—“ =6,94K - km™ " avec les unités adaptées. On en déduit que la
valeur de zg est : zg = 41,5 km. Pour la loi de pression, on utilise le fait que 3 = 5,26 = %%. Cela nous permet
de calculer zg = 44,3 km. On peut constater un certain écart entre les deux valeurs trouvees de Tordre de 7%.

‘ Le modele polytropique n’est pas tout a fait satisfaisant |

B. Ascension de la montgolfiere
Equilibre de la montgolfiére

7. La loi des gaz parfaits donne P.Vy = {7 RT;. Avec la relation exprimant la masse volumique de I'air

extérieur pe = AI/{{TP on peut aboutir a : |m; = Me%% .

8. A Déquilibre mécanique, la poussée d’ARCHIMEDE exercée par l'air compense le poids de la montgolfiere
et de l'air chaud qu’elle contient. Cette poussée d’ARCHIMEDE correspond au poids du volume d’air extérieur
occupé par la montgolfiere : II4 = p.Vog. Le poids de la montgolfiere étant (m + m;)g, on en déduit qu’a

Péquilibre m 4+ m; = p.Vy et par conséquent : | m = p.Vo(1 — —) m; (% — 1) )

9. La poussée d’ARCHIMEDE exercée par I'air compense mg lorsque u(z,)Vo = m = peVo(l — az, )%t

4dui : =1 — 7_n1/(6 Y J _ M.Py _ =3 i
On en déduit que : |z, = 2 (1 Ve . On trouve tout d’abord g RTo 1,23 kg - m™" puis

Zm = 13, 1 km.

m _ Ty
Ve = =1 T | La

10. On applique la relation vue avant m = poVp(1 — %) La relation demandée est :

température est Ty = 362 K.

11. L’équilibre de la montgolfiere est donné par : m+m; = u.Vy. En tenant compte de la relation précédente et

des expressions des masses volumiques de lair intérieur et extérieur, on arrive a : P, (Ti — TL) =K1 (TLO - Tid) et
e i

donc . Le second membre de I’équation précédente étant une constante, on peut différentier et identifier
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a0 LdP eT’QP dTe _ TidP, ET}P =dT: En organisant correctement cette expression et en passant des différentielles

e 7

5T_T6T (1_T7,).

comme d7; aux quantités infinitésimales comme ¢77, on trouve la relation : | 5= 7 + 2 B T

12. En partant de m = p.Vp(1 — %) avec T, = To(1 — Z) et pe = po(1 — Z)#~1, on arrive tout d’abord &

)P
m = uoVo(l — Z)5~1 (1 - %) et puis & la relation demandée : (1 — Z)#~1 = o+ a 97?) . D’apreés ce qui

a été fait avant, on a m = poVp(1 — Z,,)? 1. Cela nous permet, apres calculs, de donner la forme d’évolution

de 0; selon : |0, = ﬁ . Les représentations de I’évolution de 6; en fonction de Z sont données sur la
(==
figure 2.

0; '

I

I

|

|

|

|

|

pm !

1oVo >1 :

|

|

|

> |

Bm |

oVo <l |

¢

0 Z Z

FIGURE 2 — Diagramme (6;, Z) "
On peut observer sur la figure 2 que lorsque 153 7"}0 < 1, la courbe donnant #; est d’abord décroissante puis
croissante. Dans la zone de décroissance, cela signifie que la température d’équilibre pour une altitude zo > 21,
on trouve une température 6, > 6. Contrairement a la situation classique ot on éleve la température pour faire
monter la montgolfiere, ici on aura l'effet contraire : la montgolfiere va descendre lorsque I’on va chauffer. Compte
tenu de l'inertie thermique, il ne sera pas évident de contrer cet effet en refroidissant. Le risque d’écrasement
au sol est important.

13. On a Viyee = B—m On trouve ‘ Vinas = 2030 m3 ‘ Pour une température T},4., on doit avoir m + p; Vipin =

= 0. On trouve donc : V,in =

teVmin avec f; =

A}”f;{) L_“%O L’application numérique donne‘ Vinin = 1790 m? ‘ Les altitudes z,, correspondantes sont données
e max

M
RTmas €V He =

1/(B-1)
par zm, = é [1 — (MZLV) ] On trouve : z;, (Vinaz) = 13,4km et 2z, (Vinin) = 12, 3km.
Ascension par apport thermique

14. La transformation est isobare, le transfert thermique s’exprime par §Q) = niC’p5Ti(1). D’apres la loi de

(1)
P.Vo 0T, 4—1 6Q
avec n; = e, 2 =T 5% |

MAYER, on a Cj, =

AR
y— =1

15. Toujours d’apres la loi des gaz parfaits, on a m; = M, 1;%/0 En différentiant cette relation, on trouve
Pe Vo 0T
R T2

i

que om; = —M,

S — — McQ

. En combinant cette relation et celle de la question précédente, on trouve que :

-
16. La transformation de I'air intérieur est adiabatique et réversible, la loi LAPLACE TpT7 est toujours vérifiée.
@)

s . 5T,
Sous forme différentielle, cela donne T = =1 5P . L’équilibre mécanique est toujours réalisé, on a donc P; =
K2

7
P.. Or, la pression de l'air extérieur suit la loi Pe = Po(l — az)P. En différentiant de facon logarithmique cette

l—az

657' = —aﬁlfzaz. On aboutit ainsi a la relation recherchée : 5Ti(2) = —ﬂ-%aﬁ

On constate bien que 5TZ-(2) < 0.

17. La loi de température est T, = Tp(1 — az) d’ou ‘STL = falfzaz. Il reste a utiliser I'expression trouvée
T =1 4T,
avant pour conclure que : | —— = 1= — 7=
18. D’apres la loi polytropique de Dair extérieur, on a 2£= = ﬁ‘ST Compte tenue du fait que 07T; = 5T(1)+5T(2)
on arrive a % = ’YTlP‘i%O +pt 10 _ L 5T6 + ﬂ‘ST 1 - 6). Apreés regroupement des termes, il vient :

JR Seigne Clemenceau Nantes



Sciences Physiques MP* 2024-2025 DL3sol — 8

[% — (B - 1)% 577;6 Ko P‘S% On identifie la constante proposée selon : | ko =

y—1
=

19. La variation de température interne (1) a été évaluée a z donc Z fixé. 5TZ-(1) correspond donc a un segment
&)

vertical orienté vers le haut puisqu’on éleve la température. Ensuite, on a vu que % = —3;—1 153 %. Cette

forme traduit la relation intégrale 6; = 6; z—o(1 — Z) avec € = 213 > 0. Le tracé de I’évolution sera donc de

type hyperbolique pour lequel Z augmente. Le tracé est réalisé sur la figure 3.

1,280

0;
1,275

1,270 /’//

1,265 77“//
v

A
—
N— Z

1,260

/\

| =1

0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07
FIGURE 3 — Diagramme (6;, Z)

Descente par apport d’air froid

20. On écrit que I’énergie interne est conservée : dU., + dUy, = 0. Apres simplification par la capacité
thermique molaire Cy, on trouve que (n + on)éT; + on(T; — T.) = 0. En négligeant le terme dndT;, on trouve

§ _ _dn i ) _ on Te 6' 6V0 la loi d £
que 0T; = =< (T; —T¢). 777(17Ti).0r, on a v 7o par la loi des gaz parfaits.
(3)
On trouve alors que : 67;1 (1 — T7) % . Cette variation est négative car T, < T;.
21. II est inutile de refaire le calcul car il suffit de remplacer le terme A’TAW de I’étude précédente par le

v B T; | 6Te _ 1%
terme (1 - —e) . On obtient donc la relation : [; - (8- 1)T—J = (1 - T—) |

22. Le raisonnement est identique a celui conduit précédemment. On part selon une droite verticale mais vers le
bas puisque l'on fait baisser la température. Ensuite, il faut par courir une hyperbole du type 6; = 0; z—o(1—2)°
a Z décroissant. Voir la figure 3.

C. Forme de I’enveloppe de la montgolfiere

23. La hauteur de la montgolfiere est relativement petite devant la distance zg qui caractérise I’évolution de la
pression. On peut autour de 'altitude correspondant au milieu de la montgolfiere effectuer un développement
limité au premier ordre de la loi de pression P(z) = Py(1— %)B . On peut donc envisager cette étude avec une loi
de pression affine. Cela revient localement a assimiler 'air intérieur et ’air extérieur a un fluide incompressible

pour avoir une évolution de pression de la forme pgz. Dans ces conditions, on a : ‘AP = (i — ue)gz‘ ou z

représente soit ’altitude du point courant le long de ’enveloppe de la montgolfiere.

24. La condition d’équilibre est obtenue lorsque la somme des forces est nulle : F(z+dz)i(z+dz) — F(2)i{(z) +
dK = 0. On voit apparaitre dans le premier membre une différentielle et on peut donc écrire en divisant par dz :

4 (F(2)t fz)) + 4& 4B i = 0. Si 'on effectue le produit scalaire par le vecteur £, on trouve que 4 (F(2)t(z))-t=0.

Or d(—iz (F(z)f(z)) = —t + F(z )dt Pour calculer la dérivée de 7, il est utile de travailler avec 'angle . On a :

j—t = % %‘@ Comme ¢ est angle qui oriente le vecteur unitaire £, on a (1” = 7. On constate ainsi que finalement
z de dz de

d

< (F (2)t(z ) - = g = 0. On a donc démontré que la norme de la tension des filins est constante en tout point
de I’enveloppe.

25. La force de pression dK’ appliquée & un élément de surface de ’enveloppe est donnée par dK' = APQ%'(M*FL'

avec df = /dr2 + dz2. Cette force s’identifie completement avec dK puisqu’elle est normale a la surface comme
la force dk présentée par 1’énoncé sur la filin. De plus, la force dK’ se répartit sur deux filins mais sur la surface
voisine, il en va de méme et le filin situé entre les deux récupere finalement une force globale correspondant a

dK’. On a donc : .

26. 1l est inutile d’écrire la projection de la loi d’équilibre dans la base (€., €,.). On peut utiliser le fait que
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d—; = ﬁﬂ—f. La loi de la statique est donc : F‘;—f + % =0|

27. La géométrie nous donne facilement : tany = %. Si 'on dérive par rapport a z, on obtient : Coiﬁf(p = 375'

Avec la propriété 1 + tan? ¢ = ﬁ, et grace a % = %r 1+ (%)2 et AP = (u; — e)gz, on trouve

) . v : _ 213/2 _
I’équation différentielle : g—i; = —W?‘z {1 + (%) } . On peut donc conclure que : | A = W VA

est l'inverse d’un volume puisque (u; — pie)gz est une pression, c’est-a-dire une force divisée par une surface.

28. Avec le changement de variable proposé, on constate que dz = AFdx et dr = AFdy. Ainsi, on a

dr _ dy ; d (dry _ d (dy) _ d®yds _ d% 1 ; % : Aot
G = I Par conséquent, P (dz) = 4 (dz = ¥ dr = dafaAr- On obtient alors I’équation différentielle

3/2
2 2
% = —A3kHlgy [1 + (g—g) } . Pour rendre indépendante I’équation différentielle des caractéristiques de la

montgolfiere étudiée, il faut faire disparaitre le coefficient A. On choisira donc : | k = —% .

29. Sur la figure présentant les solutions de 1’équation différentielle, on constate que plus la montgolfiere
s’élargit au départ ce qui correspond a % plus grand, plus sa largeur maximale est grande mais que comme le
volume reste fixé, moins elle sera haute (Z,q. plus faible sur le graphique). Il n’était pas évident, par contre,
que les enveloppes se coupent toutes en un méme point. La figure de droite prolongée sur y < 0 nous évite
d’imaginer l'effet de la rotation autour de 'axe de révolution verticale de la montgolfiere. Cette rotation était
pourtant simple a concevoir du fait de l'invariance du probléme selon la coordonnée polaire . On terminera
en observant que la représentation de droite est trés proche de ce que 'intuition nous aurait amenés a tracer
comme enveloppe (en la tournant de 7/2...).
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