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— Solutions —

Probleme n°1 — Imagerie par résonance magnétique X MP 2011

A. Production de champs magnétiques intenses et homogenes

1. Puisque tout plan contenant I’axe Oz est un plan d’antisymétrie de la distribution de courant, celle-ci doit
étre perpendiculaire a ce type de plan. La densité volumique de courant est donc nécessairement orthoradiale.
Sur le plan des invariances, on peut négliger 'influence des bords et donc supposer l'invariance en z. Par la
symétrie autour de ’axe Oz, on a une invariance par rotation d’angle . La distribution de courant est donc :

7 =7jo(r)és |

2. Du fait des invariances, les composantes du champ magnétique ne vont pas dépendre de 6 et de z. Comme
la densité de courant est orthoradiale, un plan (M, €., €y) est plan de symétrie de cette distribution & condition,
toujours, de négliger les effets de bord. Le champ magnétique est donc perpendiculaire a ce plan, il est donc

orienté sur 'axe Oz, on aura B =B, (r)é.. Si, on ne peut pas négliger les effets de bord, alors seuls les plans
(M, é,,¢e.) qui sont des II™ peuvent étre utilisés. Le champ est donc contenu dans ces plans et, & ce moment-1a,

le champ s’exprime selon : B = B, (r,z)é, + B,(r, z)e. |

3. Cette situation est a rapprocher de celle du solénoide. Le champ magnétique sera uniforme a l'intérieur
et nul & extérieur. Il évoluera de fagon continue entre r = R; et r = Ry a intérieur de la zone parcourue
par les courants. Pour déterminer le champ magnétique sur ’axe, on applique le théoréme d’AMPERE de la
magnétostatique sur un contour rectangulaire qui s’appuie sur ’axe Oz pour la longueur h et qui pour sa largeur
va a l'extérieur du champ magnétique qui est nul. On a donc f B-dl = otenlacs qui s’écrit Boh = fig%enlacs
car sur les cotés d’orientation €, il n’y a pas de contribution puisque B,(r)€, - dré, = 0. Le courant enlacé
correspond au flux de j & travers le contour rectangulaire. On trouve facilement que iepjace = joh(R2 — R1). On

peut donc écrire que : ‘ By = poje(R2 — Ry) ‘

-2
4. La puissance volumique dissipée par effet JOULE est pyo = jf On integre sur le volume occupé par les

courants : Py = [[[ pyordT = [[[ pvorrdrdfdz. On trouve Py = @W(R% — R?)L. En remplagant jy par son

_ Bi 71 RetRy
PJ = U#%Tr Ro—R, |

expression en fonction de By, on arrive a

2
5. On calcule % = JB—‘%ﬂLﬁ > 0. Cette dérivée est toujours positive, la fonction est donc toujours

croissante en fonction de R; en sachant que R; est inférieure & R,. La puissance JOULE sera minimisée pour
. L’espace disponible au coeur du solénoide devra étre le plus petit possible.

2
6. On prend donc R; = 0 et alors Py = UB—HOQWL. L’application numérique donne | Py = 56 kW | ce qui est loin
0

d’étre ridicule puisque la puissance d’un radiateur électrique ordinaire est de 'ordre de 1 kW. Cette puissance
élevée va engendrée des contraintes importantes sur le plan technique, il faudra en particulier songer a refroidir
le dispositif efficacement.

7. Silon ne regarde que 'expression de la puissance dissipée, celle-ci sera d’autant plus faible (toujours pour
un champ By donné) si Rs est grand et donc par voie de conséquence la température aussi. Mais cela va avoir un
colt sur le plan économique et sur le plan mécanique par la taille du dispositif. Si I’on envisage le refroidissement
par une fluide circulant autour du solénoide, on aura de la convection par la surface latérale S;,; = 2w R L. On

constate, la encore, que plus le rayon | Ry sera élevé | plus la température de régime permanent sera faible.

8. On ne peut avoir tres rigoureusement j = jg€p car 'enroulement des spires fait que ’on a plutot
avec une petite contribution de la densité de courant sur I’axe Oz. Pour que ce phénomene d’hélice soit le moins
significatif, il faut plutot progresser dans I’enroulement en faisant une premiere couche pour aller d’un bout a
Pautre puis mettre la seconde couche en revenant en arriere et ainsi de suite.

9. En ce qui concerne 'uniformité du champ magnétique, il faut essayer de compenser le fait que le solénoide
est fini et donc renforcer sans doute un peu le nombre de tours en partant du centre et en allant vers les bords.
La fagon d’enrouler le fil est d’ailleurs incompatible avec ce second objectif. N’oublions pas que 1’on peut obtenir

un champ magnétique uniforme dans la configuration des | bobines de HELMHOLTZ |. L’évolution de la valeur du
champ magnétique sur ’axe est proposé a la figure 1.

10. On a div B = 0. Comme nous sommes en coordonnées cylindriques avec invariance en 6, la divergence

1 9(rB,) r2 9B,

devient =5 + % = 0. L’intégration par rapport a r donne 7B, = —’5 5= en supposant qu’en dehors

de l'axe Oz mais a son voisinage, on peut utiliser I’expression du champ magnétique sur I’axe. La constante
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0 z
FIGURE 1 — Valeur du champ magnétique sur I'axe

d’intégration est nulle puisque pour r = 0, le champ magnétique reste nécessairement borné. On prouve donc

que | B, = —5 8532 = | et donc que B, = 0 si le champ magnétique est uniforme sur l'axe.

B. Utilisation de supraconducteurs

11. L’équation du mouvement d’un électron dans le référentiel galiléen du laboratoire donne | m, 65’; = —cF'|
ez . =2 - . ’ s . 7 2 =
12. La densité volumique de courant est j = —nev,. On a immédiatement la relation : 6—; =2=F|

. . ’ . . . . — 3 2 R .
13. Dans ’approximation des régimes quasi-stationnaires, on a rot B = pgj. On prend a nouveau le rotationnel
. . 3 — o . —— 5 A S .
de cette relation et on obtient —AB = pgrot j puisque rotrot B = graddiv B — AB. En dérivant par rapport

. o (== A\ —oai 2= = Line? 9B . .
au temps cette expression, on arrive z; (rot rot B) = porot 3y = uo%rotE = *%W' On obtient bien la
. 9 —_  — = 1 — - — - Mo
relation z; (rot (rot B) + VB) =0 en posant | A = | /-5 |

14. On trouve : .

15. Le champ dans le vide impose, par continuité, la direction de B selon é,. L’équation différentielle devient
2 . .
alors ddf; = %Bz. La solution est de la forme B (r) = aexp { + B exp —§. Comme il n’est pas acceptable que

B, diverge lorsque x — oo, on a forcément o = 0. La continuité du champ en x = 0 impose alors § = By. On

a donc : | B = Bpexp —¥ €. | Le champ magnétique décroit tres vite dans le supraconducteur sur une longueur

caractéristique A.

1 o o . N . . = =
16. Ici, rot B = %exABz(m)ez. Aveclaloi de MAXWELL- AMPERE, on obtient rapidement : | j = % exp —x€y |-
C. Moments magnétiques et aimantation
17. Nous savons que U = —[i - Bo. L’énergie est minimale lorsque le moment magnétique est aligné dans le
sens du champ magnétique et maximale lorsqu’il est dans le sens contraire : U, = —Upin avec U = puBo.

On trouve : ‘ Umaz = 2,1 x 10726 J |,

18. Cette loi est la ‘ loi statistique de BOLTZMANN ‘ a I’équilibre thermique. Elle est rencontrée, par exemple,

dans I’étude de I’évolution de la pression en fonction de I'altitude dans une atmosphere isotherme. La direction
la plus probable est celle qui correspond a la valeur de I’énergie la plus petite possible U,,;, = —uBg. Le moment
magnétique est aligné dans le méme sens que le champ, c’est sa position d’équilibre stable.

19. L’angle solide élémentaire est d2Q = sin 0dfdy. La valeur de ’énergie potentielle d’interaction entre le
moment dipolaire et le champ est ‘ U= —uBycosh ‘

20. Nous avons déja vu que l'ordre de grandeur de U est 10726 J. En prenant 7' = 300 K comme température
ambiante, on trouve que . Cette valeur est nettement supérieure a celle d’interaction magnétique,
I'approximation est justifiée (sauf lorsque § ~ Z...).

21. L’aimantation de 'échantillon est M = Zf\;l i;. Comme N est tres grand devant 1, il est parfaitement
justifié de considérer que les lois statistiques s’appliquent. On écrit donc que < i >= % vazl ;. On peut donc

écrire que | M ~ N < ji > |.

22. On obtient alors dp = + (1 - kBLT) d*Q et par conséquent Z = [, fjlo(l - kBLT)dQQ. Ona < [i>=

I fdp avec fi = pé,. On projette le moment magnétique sur les axes (€;,€,,€>) et on obtient 7 = pcos e, +
psin g cos o€, + psinfsinpe,. Le calcul du moment magnétique moyen fait intervenir 3 intégrales. En fait,
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seule celle sur €, va étre non nulle. Ceci est la conséquence du fait que l'interaction entre le moment magnétique

et le champ magnétique est indépendante de ¢. On peut I'observer aussi par le calcul puisque fe o f (1 +
uBo cos 6
kT
g=e5 fow(l + %) cos 6sin 6d6 f027r de. Dans l'intégrale en 0, le terme créé par 1 fait intervenir comme

primitive % sin? @ qui va s’annuler sur les bornes 0 et 7. Le second terme amene [—— oS’ 9] . En terminant

3
?ﬁc BTE’ Il faut encore calculer Z. Le calcul se conduit de la méme

fagon quavant Z = 2 [ (1 + %)sin 6df. On progresse avec Z = 27 ([f cosf]; + ,’:BB% [1sin? 9]3). On

)sin? @df cos pdp = 0. C'est exactement la méme chose pour I'autre intégrale en sinp. On a donc

le calcul, on obtient provisoirement i = €,

Np,2
3kp |

trouve donc que Z = 4x. Finalement, on arrive bien a l’expression M = %BO a condition de poser : | C' =

23. Le couple exercé par le champ magnétique By sur le dipo6le magnétique est [= A By |.

24. Si 'on applique le théoreme du moment cinétique dans le référentiel galiléen du laboratoire, on arrive a

(éf = (i A\ By. Avec la relation S = :, on obtient 1 d“ =[gA BO Cette derniere relation peut encore s’écrire

i—‘: = (—’yBO) A i1 qui exprime bien que [ est un vecteur tournant a la vitesse de rotation .

L’application numérique demandée conduit a wy = yBy = “—g" = 3% avec wy = 3,8 x 108rad - s~1

25. La relation de la dynamique est m, ‘é“t’ = et A By. Comme précédemment, on fait apparaitre un vecteur
rotation est la réécrivant selon ?1—7; = (—emﬂ) AU. On a donc : |wp, = emﬂ avec w, = 1,4 x 108rad - s~ 1. Cette
P P

vitesse de rotation encore appelée pulsation cyclotron, est du méme ordre de grandeur que la pulsation de
LARMOR quoique légerement inférieure.

D. Résonance magnétique

26. Pour un proton de moment magnétique jI et de moment cinétique S = %ﬁ, le théoreme du moment

g ds _ 1di

cinétique s’écrit 57 = S = A (éo + él) On moyenne sur ’ensemble des moments magnétiques et compte

tenu de M = NI, on obtient bien 'équation demandée dd—lff = (Do + @1 (t)) A M en posant | & = —yB, (1) |

27. Le changement de référentiel impose d’utiliser la relation % . % . + drr A M. On arrive donc

a D'équation différentielle | 42 _ (Do + @1 () — @) AM |

28. Il faut développer I’équation différentielle précédente dans une base associée au référentiel R’ & savoir
(ix,dy,Uz) sachant que le champ magnétique By est tournant dans R mais d’orientation fixe selon @x dans

R'. On pose M = Mxix + Myiy + Mziiz et comme &y et & sont d’orientation selon iz, on arrive aux trois
équations différentielles suivantes : dl(‘l/ftx = (w — wo) My, J(ﬁ = (wo —w)Mx +vB1 Mz et d%Z = —yB1My.

Si 'on dérive la seconde équation et qu’ensuite, on injecte la premiere et la troisieme équation différentielle, on

obtient I’équation ’équation d’évolution de My de la forme suivante : 2d[tv2[ + [(wo —w)?+ 72B%] My =0. My
posséde des solutions sinusoidales et donc bornées. Si 'on étudie le cas particulier ou |wy — w| > wy, alors le
systeme différentielle devient % = (w — wo) My, % = (wg —w)Mx et dMZ = 0. Mx et My sont bornés et
répondent tous les deux a une solution sinusoidale de pulsation wy — w mais dans le cas étudié, ils sont tous les

deux nuls a la date ¢ = 0, en pratique faibles. Ils ne peuvent que rester faibles par la suite. Selon la troisieme

dﬁﬁz = 0, le moment magnétique reste constant sur cet axe. Le systéeme différentiel illustre bien une
rotation autour de 'axe OZ = Oz. Si on est proche de la résonance, & savoir wg — w ~ 0, on a alors % =0,
dMY = vB1 My et dMZ = —vB1My. Ce systeme différentiel montre que les solutions sont sinusoidales, et

surtout, il traduit une rotation autour de l'axe Oz |. Avec les conditions initiales ou My = 0, on aura donc une
rotation du moment magnétique initialement sur OZ = Oz autour de OX.

29. Compte tenu de ce que l'on vient de voir avant, le moment magnétique M = Mi 7 at =0 va tourner pour
aller s’orienter sur 'axe QY apres un quart de période et continuer sa rotation ainsi. Le sens de la rotation est
bien celui décrit avant car le vecteur rotation est &1 = —yBiiix. Cette description est valable dans R', pour le
référentiel R il faut composer cette rotation d’une rotation supplémentaire a la vitesse w = wg autour de ’axe
Oz. La trajectoire suivie par 'extrémité du moment magnétique M est une sorte .

30. On a trouvé wy = 3,8x108rad-s~! et donc fy = 52 = 60 MHz. C’est le domaine des ondes ‘ radioélectriques |

31. Le vecteur de POYNTING est défini par I =E A %. Pour une onde plane progressive dans le vide,

nous savons que B, = %(ﬂ'l A El) En n’oubliant pas de prendre la valeur moyenne temporelle du vecteur de

- L2
POYNTING, on arrive & By = cB; = 9x 103 V-m™ et | < Il >= ;ﬁé =10° W - m~2|. Cette puissance surfacique
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peut paraitre élevée mais il ne faut pas oublier que ce résultat correspondra plus a une onde laser qu’a celui
d’une onde émise par une source plus traditionnelle.

32. Comme nous 'avons dit précédemment, la rotation d’'un angle de 7 correspond a un quart de période

pour wi; = vB;. Nous avons donc | 7 = ?YLBl . Avec v = %‘ =2,55 x 10857t T, on trouve 7 = 2 x 10~ %s.
Lorsqu’ensuite le champ magnétique By est remis a zéro, on a alors % = dﬁﬁz = 0. De plus, comme nous
avions w = wy, on avait % = 0. Ces trois équations prouvent bien qu’au-dela de ¢ = 7, le moment magnétique

est bien constant. L’orientation de ce moment magnétique constant est selon +uy & cause du quart de tour
effectué et du sens de la rotation.

33. L’aimantation de 1’échantillon pour ¢ > 7 dans R’ va car les moments magnétiques vont
tourner de fagon aléatoire.

34. Pour dw = 0, c’est-a-dire a la résonance, la réponse est aisée puisque entre Tg et Tg + 27, on a une
demi-période de rotation. Le moment magnétique va donc se retrouver sur une orientation . Ensuite le
moment magnétique conserve cette méme orientation puisque nous avons démontré que le moment magnétique
était alors constant. Pour dw # 0, les choses sont un peu plus complexes. Considérons un volume élémentaire
dV pour lequel on a un champ magnétique non uniforme et donc pour lequel dw # 0. Ce volume possede
un moment magnétique élémentaire que nous noterons 7 par souci de simplification des notations. A la date
t = 7, la situation initiale est mx = 0, my = mg et mz = 0. Apres cette date ou B; a été coupé, les
composantes du moment magnétique suivent les équations différentielles 97X = fwmy et dz% = —dwmx.

dt
N A . . s . d2 .
Cela correspond a la méme équation différentielle ?;t’;’y + ow?m x,y = 0. Pour ¢ > 7, on trouve facilement

que mx = mosindw(t — 7) et my = mgcosdw(t — 7). En appliquant ces formules & la date t = Tg, on
obtient mx = mgsindw(Ty — 7) et my = mgcosdw(Tr — 7). Pour passer & la date t = Tg + 27, il faut
exprimer a la fois I’écoulement du temps et la rotation de 7 du moment magnétique sur OY. On a donc
pour cette date mx = mosindw(Tr + 7) et my = —mg cosdw(Tg + 7). L’énoncé nous indique que 7 < T'g,
par la suite, on négligera la durée 7 dans les expressions manipulées. On peut écrire qu’a la date t = Tg
(par approximation de Tg + 27), la situation des moments magnétiques est mx = mgsindwTy et my =

—mg cos dwTE. Au-dela de cette date, le champ magnétique B; est de nouveau coupé. Les solutions sinusoidales
peuvent s’écrire sous la forme mx = acosdw(t —Tg)+ Bsindw(t—Tg) et my = o' cosdw(t —Tx)+ 5’ sindw(t —
Tg). A la date t = Tg la valeur des moments magnétiques entraine o = mgsindwTg et o/ = —mg cos dwTE.
Pour déterminer les deux autres constantes d’intégration, il faut utiliser les conditions initiales sur les dérivées

premieres sachant que dz”—tx = dwmy et dz”—t” = —dwmx. On a dZL—tX Ty = dwh = dw my|p = dwa'. Cette
équation conduit & 5 = o'. En pratiquant le méme calcul pour I'autre composante, on trouve facilement que
B = —a. Gréce a ses résultats, on montre que mx = my [sin dwTg cosdw(t — Tg) — cos IwTg sindw(t — Tk)] et
my = —my [cos dwTg cos dw(t — Tr) + sin dwTg sin dw(t — Tk )]. Ces deux expressions se simplifient énormément
avec lécriture : mx = —mysin dw(t—2Tg) et my = —mg cos dw(t—2Tg). Avec ces deux expressions, on constate
qu’a la date t = 2T, on a mx = 0 et my = —myg. Finalement, le résultat est le méme pour dw = 0 et pour

ow # 0 : aladatet = 2Tg, on a ‘MX =0et My = —M,j ‘ Ceci permet de bien comprendre I'intérét de
la technique dite de 1’écho de spin, les moments magnétiques individuels sont a nouveau organisés de fagon
cohérente pour créer une aimantation macroscopique décelable.

35. La constante de temps 7 est tres petite devant T3 et T5. Il est logique de négliger le processus de relaxation
lors de l'interaction entre les moments magnétiques et le champ magnétique B;. D’apres I’équation différentielle,

Mx a pour solution Mx = Mxo expriz. Mais comme Mxog = 0, on a Vt. De la méme fagon on

montre facilement que | My = My exp 7Ti2 . On notera qu’ici la date évoquée ¢ correspond en fait a ¢ — 7. Pour

Mz, il est évident que | Mz = My(1 — exp f%) . Les courbes sont représentées sur le graphique 2.

0 t
FIGURE 2 — Relaxations des moments magnétiques

36. Il faut choisir la durée Tg comme étant intermédiaire entre les ordres de grandeurs de 7 et de T5. Comme
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7=0,2ms et 75 = 0, 1s, on pourra prendre .

Probleme n° 2 — Interférométrie atomique Centrale PC 2017
A. Diffraction du jet atomique par une onde stationnaire

Ondes stationnaires

1. Le champ électrique incident sur le plan conducteur parfait situé en x = x); est tangentiel. Dans le
conducteur parfait, le champ électrique est nul. Le champ réfléchi sera nécessairement tangentiel lui aussi pour
pouvoir assurer la continuité de la composante tangentielle de E. 1l est beaucoup plus simple d’effectuer les
calculs en complexes. On commence par poser E+ = éyEyexpi(wrt — krx). Le champ réfléchi sera de la forme
E_ = E expz(th + krz) ol E est une amplitude complexe (et vectorielle). On se place en x7, on a donc la
condition E rexpi(wrt + kpea) + €y Eoexpi(wrt — kpea) = 0. On en déduit que E = —éyEy exp —2ikrz .
Le champ électrique de I'onde réfléchie est donc E_ = —eyEopexpi(wrt + kr(z — 2xpr)). Il faut maintenant
superposer les deux champs pour obtenir le champ total existant dans le vide. On se doute a ’avance que
I'on va obtenir un champ électrique d’une onde stationnaire. On a donc E = éyEoexpi(wpt — kraa)lexpi —
kr(x — xpr) — expikp(x — xpr)]. Or, on a [expi — kr(x — xpr) — expikp(x — zp)] = —2isinkp(z — zp7). En
reportant le déphasage 1ié & —i = exp —i5 sur la partie temporelle de la forme du champ électrique. On obtient
Pexpression E = é,2Eysinkr, (x — zar) sin(wpt — kpzar). Cela permet de déterminer la forme de 'amplitude de

I'onde stationnaire demandée : ‘ E(x) =2Epsinky(z —xp) ‘

Notion de potentiel lumineux

2.0naV =15 E=—LcaE? = °_E2. On en déduit que (V(z,t)); = 79— E(z)2. On peut donc écrire

4716L

2716

2 2
que W(z) = dhf;o sin? kr, (z — x5/ ). D’apres le formulaire fourni, on peut aisément voir que cos 2k (z —zp) —1 =

—2sin? ky, (x — xpr). Cela permet d’arriver & expression de la moyenne temporelle du potentiel lumineux sous

2 ;2
la forme préconisée : W(x) = %dhf;o (1 — cos2kr(x — xar)). On peut donc identifier les grandeurs posées par

2 2
I’énoncé : |V = — dhf;o ou l'on sera attentif au fait que le signe de Vj dépend de la position de la pulsation du

laser par rapport a la pulsation de résonance atomique puisque é;, = wy — wp. On a aussi : . Cela est
logique puisque d’une fagon tres générale, la périodicité spatiale d’'une onde onde stationnaire est la moitié de
la périodicité spatiale, c’est-a-dire de la longueur d’onde, de I'one progressive a 1’origine de ’onde stationnaire.

Equation de propagation de ’onde de matiére

3. La longueur d’onde de DE BROGLIE est : | A\pp = =5,4x10"1m

’HL’U

4. D’apres la relation d’EINSTEIN, on a p = mv = hk;. L’énergie associée qui se résume a l’énergie cinétique est

donc E; = —mz‘fz ; On peut donc en conclure que E; = n i .On trouve: | FE; =1,3x10720J =0,08¢eV |.

5. L’équation de propagation d un champ électrique g (z,z,t) se propageant dans le vide est léquation de

D’ALEMBERT qui s’écrit AE = 1 Si on étudie une onde monochromatique, on a alors AE = ——5 Or, dans

8t2 .
le vide, la relation de dispersion deﬁmt le vecteur d’onde dans le vide par k2 = 0—2. Si on transpose dans le milieu

= 2032 o
matériel transparent, on obtient alors un second membre faisant intervenir I'indice selon : AE = —%8 =

—n? (x)kﬁg . Comme le champ électrique ne dépend pas de y, le laplacien se réduit a deux dérivations, celle par

rapport a xx et celle par rapport a z. On obtient donc bien l’équation : % + %? + n?(z) k2 =

o 4 2mE; 2mE ( W(z) )

. . 2
6. On réécrit I'équation de SCHRODINGER pour avoir & 9 Y 249 yop

9t =0. Comme on I’a vu avant,

2
onak; = LA . On peut donc écrire I’équation dlfferentlelle vérifiée par la fonction d’onde selon SL+ %Jrk? (1-

2m
W(x))go = 0. On peut donc, par analogie, poser n?(x) = 1— W(x) .Onadonc n?(z) = 1+, 5 (1—cosk(z—zn)).

L’énoncé indique que 'on peut considérer Vy < FE;, on passe donc a lindice n(z) en prenant la racine positive

tout en effectuant un développement limité. On arrive alors & |n(z) = 1+ 22 (1 — cosk,(z — zar)) | Le pas de

ce réseau correspond a la périodicité spatiale de cosk,.(x — zp). On a donc A = i—” = % = )‘TL On a donc
A = 336 nm. L’indice ny provoquant la modulation est n; = %.

7. On transforme un peu ’équation précédente pour faire passer le terme en cosinus de 'autre coté de I’égalité.

On obtient %“23 + gif + (14 %)kfgp =k g‘}f cos k. (x — zpr)p. Pour obtenir la forme proposée, il faut négliger
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52~ devant 1. On pose donc 4K = . Or, nous avons vu a la question précédente que 5 h = 2n3. On obtient
alors: K=
DB
Résolution de I’équation de propagation
2772
8. Nous avons vu que I'énergie incidente était E; = 52:; pour 'onde incidente. Pour 'onde diffractée, on a

272 -, -, - — -
E, = %1 Si ’énergie est conservée, alors F; = E; impose que kf = k?z- Or, nous avons kg = k; — k.. On en
déduit Iégalité k? = k? + k2 — 2k; - kq. On a donc k2 = 2k; - k. = 2k;(cos 0;€, + sin 0;€,) - k,€,. On trouve que
k:72 = 2k;k, sin 6;. Cela conduit a la relation k,. = 2k; sin ;. Comme les vecteurs d’onde sont tels que k. = QT“ et
ki — 21 54

ADB

des ondes lumineuses par un réseau optique. Ici, on a | App =

9. L’angle 05 est donc tel que sinfp = )‘)\’;LB On trouve la valeur ‘ 0 =8 x 10~ °rad ‘ On peut constater que
I’angle 0p est tres petit.

10. Pour trouver I'angle que fait le faisceau diffracté avec ’axe €., on effectue le produit scalaire Ed -, =
kqgcosOy =k; - €, — k€, - €.. On trouve que kq - €, = kqcosfy = k; cos ;. Comme par conservation de ’énergie,
on a vu que kg = k;, on en déduit que cosfy = cosf;. Il y a donc deux solutions : 8 = 0; t 63 = —0,;. Compte

tenu de la relation vectorielle Ed = EI - E,., la solution #; = #; ne va pas. On a forcément . Ainsi E,-

et kq constitue les deux cotés égaux d’un triangle isocele dont le troisieme coté est k..

11. On a|deux ondes planes ‘ se propageant dans les directions fixées par les vecteurs d’onde EZ et Ed.

12. Les conditions aux limites §;(z = 0) = By et B4(z = 0) = 0 signifient d’une part que juste avant d’aborder

I'onde stationnaire lumineuse qui sert de réseau de diffraction, on a uniquement ’onde incidente ‘ d’amplitude Sy ‘

et qu’il n’y a pas d’onde diffractée puisque S4(z = 0) = 0.

13. On note L la longueur caractéristique de I’évolution en z des coefficients 5; et 54. On peut donc écrire que
% i 5 et d 5 i L2 Dans le systéme précédent k; = )\2,%5, par conséquent comparer le terme en dérivée seconde
et cehn en derlvee premiere revient a comparer % a ﬁ Comme les variations de 8 sont lentes a I’échelle

de la longueur d’onde de DE BROGLIE, on a L < App. On peut donc écrire que % < % et par conséquent

dz? < k48 1. | en raisonnant sur des quantités positives. On peut donc bien négliger les dérivées secondes dans

le systeme différentiel proposé.

14. Apres simplification des deux équations différentielles, on obtient d’une part i cos 6; (:16,2 L = K exp —ik,xp Ba

et icosb; % = K expik,x ) 5;. Le découplage du systeme est assez simple en dérivant la premiére équation par

rapport a z. On obtient ¢ cos6; dﬂ7 = Kexp —ikyxp 3t dﬂd = 1010(329 Bi.. On obtient ainsi ’équation différentielle
d Bl + 0052 o Bi = 0. Cela revient a poser une pulsation spatiale propre : |v = cols(Gi .

15. L’équation précédente est une équation d’oscillateur harmonique. On obtient donc 5; = A cosvz+ Bsinvz.

En z =0, 0n a 8; = fy = A. De plus, en dérivant, on arrive a dBl = —fovsinvz + Brcosvz. Or, en z = 0, on
a % = 0 car 84(z = 0) = 0. On peut donc conclure que B = 0 et donc que : .

16. Pour trouver I'amplitude de l'onde diffractée, on utilise 8y = ZCObGl exp ik, 4 d . Avec %9* = %, on
arrive a ‘ Ba = —ifpsinvzexpik,x ‘ La sortie de 'onde stationnaire s’effectue en z = D. Les ondes incidentes
et diffractées sont @, (7) = By cosvD exp ZEZ et q(F) = —ify sinvD expiET ‘T exp iEd -7. On peut voir que les

modules des amplitudes des deux ondes évoluent en cos v D et sin v D, cela veut dire que si une onde est maximale
par exemple cosvD = 1 alors sinvD = 0 'autre n’existe pas et réciproquement. La longueur caractéristique
d’évolution de 3; et de (34 est donnée par la période spatiale de cosvD. On a donc L= 2” = M Or, d’apres
ce qui a été vu avant, on a K = %\’ml On a donc L = <= 9’ ADpB. or, n; = % K 1. On a donc bien L > App.

L’hypothese d’une amphtude lentement variable pour ﬁZ ot Bq est parfaltement justifiée.

17. Avec la forme posée par I’énoncé, il est évident que| a(0) = cosvD |et que| a(—1) = —isinvD exp iky - Tar |

18. L’efficacité de la diffraction 7 sera définie sur I’énergie qui correspond a ’onde diffractée rapportée a celle
de l'onde incidente. L’énergie est au carré de 'amplitude des ondes. Si ’on prend comme référence 1’énergie pro-
portionnelle & 32 pour I'onde incidente juste avant d’entrer dans la zone de I’onde stationnaire, on a pour I’onde

diffractée une énergie proportionnelle & 32 sin? vD. Lefficacité est alors : | = sin? vD |. La valeur maximale de

I'énergie diffractée est obtenue pour vD = (2p +1)F
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Puissance laser

19. L’onde plane monochromatique se propageant dans le vide possede un champ électrique E = éyEp cos(wrt—

krx). Le champ magnétique est donné par la relation de structure B = %é’m ANE = é’z% cos(wrt — krx). Par
— 2

conséquent, le vecteur de POYNTING est IT = é’x% cos?(wrt — krx). Raisonner sur la grandeur instantanée du

. N . = - E2
flux surfacique n’est pas trés intéressant, c’est la valeur moyenne qui a plus de sens. On a donc (IT) = exfgc.

— 2
Son flux & travers une surface est ® = [[(II) - dSe, = ii’oi

L’éclairement sera noté &.. Puisqu’il s’agit du flux

PN iy E2
moyen rapporté a 'unité de surface, on a : | £, = ﬁ(ﬁz .

20. Pour minimiser la puissance du laser, il faut choisir I'entier le plus petit dans la relation vD = (2p+1)7F.
2
cos g—:;lDB

Vo

On choisit bien évidemment p = 0. En effet, on a donc v = avec cosf; ~ 1 tant I’angle 60; est petit. La

s 2y 1y _ T _ = _ Vo _ d’E} . .
condition est donc oo D = (2p+1)% = . Nous avons n; = 15 et Vo T On voit donc bien que pour

minimiser la puissance du laser et donc de E2, il faut bien prendre p = 0. On a donc E2, . = f)"’flz#m.
h%vdr : : .

—GocsndD" Il ne faut pas oublier que la question du signe

. . 7 . 2

ne se pose pas car on raisonne depuis le début avec d;, < 0. La section du laser est m£2-

4
2 JERN ’
—gﬁgid[; On trouve : | Pr min =5, 7mW |. Nous avons déja calculé

2 2
E; = 1,3 x 107207, il faut encore calculer V. On a Vy = — T omin _ ADSE". On en déduit que % = 2DB —
5,4 x 1079 « 1. Négliger V, devant E; est parfaitement justifié.

oL D
21. Pour atteindre une efficacité de diffraction de 50%, il faut que sin® /D = % On a donc sinv'D = %,

On obtient ensuite I’éclairement minimal & pin =

on en déduit la

puissance minimale du laser Pr, i =

I’angle correspondant est donc de 45° alors qu’il était de 90° dans le cas précédent. On a donc % = % Comme

v est proportionnel & n; qui est lui-méme proportionnel a E&mm. La puissance du laser doit donc étre divisée
par 2. On a| Py .. =2,85mW |

22. Pour atteindre l'efficacité de diffraction maximale, on peut jouer sur @ mais aussi sur E; et dr.
B. Interférometre de Mach-Zehnder
Signal de sortie de l’interférometre

23. On peut voir sur la figure proposée par 1’énoncé que les trois ondes stationnaires lumineuses se com-
portent soit comme des miroirs pour 'onde de matiere soit comme des dispositifs transparents. C’est comme des
lames semi-réfléchissantes | que 'on a pu voir dans des interférometres de MICHELSON ou de MACH-ZEHNDER.
On peut aussi revenir sur ce qui a été dit, a savoir que chaque onde stationnaire lumineuse est assimilable a un
réseau optique de périodicité A = )‘TL

24. Pour établir I'expression de l'onde haute et de l'onde basse, il faut traiter une par une les actions
des trois ondes stationnaires en prenant garde a l’incidence initiale qui correspond a une situation 6; < 0
et lors des passages dans les zones d’ones stationnaires des valeurs de ¢ € {—1,0,1}. On a donc ¢} =
Boas (+1) expil;:’d%l—Bh)ag(fl) exp ik; ~Bﬁa3(0) expil%-C”ﬁ. Pour 'onde basse, on obtient ¢, = Sy (0) expilzr
ABpag(+1) exp iEd -BpyCas(—1) expil% -C'D. Dans cette question, c’est surtout la différence de Iias;e des ondes
qui c%;)te plutdt que Pexpression des phases de chacune. Or, d’apres la figure, on voit que AB;, = BW et
que AB, = BpC. On voit que les phases qui apparaissent dans les exponentielles ci-dessus sont donc égales.
On aurait pu le dire des le départ en raisonnant comme en Optique avec la notion de chemin optique et de
différence de marche. Le déphasage entre les deux ondes se crée dans les facteurs a;(g). On peut constater que

les amplitudes des deux ondes sont identiques ‘ ap = ap = By cosvDsin® vD ‘ La phase sur 'onde passant par le

haut est ¢, = expiET - (Tp1 — Tarz2) et celle sur Ponde passant par le chemin bas est ¢, = exp ik - (Fare — Tums)-

25. Le nombre d’atomes détectés en moyenne et par unité de temps correspond a l'intensité en Optique.
Comme il s’agit d’une interférence & deux ondes déphasées de ¢g = ¢, — ¢y, on a logiquement la formule de
FRESNEL : I = Ip(1+cos¢g) avec ¢pg = E,- - (Fan — 272+ Tars). On peut exprimer cette phase avec les abscisses

des différents miroirs : ‘ ¢0 = kr(xp1 — 2@pr2 + Tar3) ‘

26. Lorsqu’on déplace le miroir (M3) le long de l'axe €, on change la valeur de x 3. On va passer succes-
sivement d’une frange brillante a une frange sombre. L’interfrange i3 correspond a la périodicité spatiale de la

phase ¢y par rapport a xpr3. On a|ig = i—f =A= /\TL .

27. Si c’est le miroir (M2) que l'on déplace le long de laxe €., la périodicité spatiale est a cause du
coefficient 2 devant xpso dans 'expression de la phase ¢g. On a donc iy = 22TT: = % = ))TL. On peut en profiter

pour faire remarquer que si 'on déplace le miroir M; alors 'interfrange percu sera le méme pour M3 : ¢ = i3.
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Application a la mesure d’une vitesse de rotation

28. Chaque abscisse d’un miroir correspond a une date donnée pour le moment o1 ’'onde de matiere traverse
I’onde stationnaire. On a donc ‘ b0 = kr(x1(t1) — 2x2(t2) + x3(ts3) ‘

29. Comme la distance sur 'axe Oz séparant les miroirs est toujours L = vT', on peut effectuer un dévelop-
pement limité pour écrire que 1 (t1) = x1(t2 — T) = xp1(t2) — v1,T. De la méme fagon, x3(t3) = x3(t2+7T') =

2 p3(ta) +vse T L’expression‘ b0 = kr(zpar1(t2) + 2ars(t2) — 2xas2(t2)) + (v3g — v12)T ‘ 0x(ta) représente la po-

sition moyenne des miroirs & la date t5. Si ’on suppose ensuite que dz(t2) = 0, on en déduit que x 0 = %
C’est bien une position moyenne qui montre qu'une rotation autour de Moy sera sentie par le dispositif.

—
30. On a Az = ||ByBy||. On travaille dans le cas ou 6; = . Comme les vecteurs font le méme angle 65 par
rapport a la direction Oz, on a Ax = 2Ltanf0g = 2L0g. On trouve | Az = 97 um |. Les deux triangles d’angle

0p permettent de constituer un rectangle. L’aire demandée est donc : | A = AzL = 5,9 x 1072 m?

31. On a une rotation autour de I'axe Msy. Le bras de longueur L allant en M3 possede une vitesse vz, = 0y, L
puisque sa longueur est L. De la méme facon, le bras, toujours de longueur L allant en M1, possede lui au

contraire du premier une vitesse vy = Q L. La phase a donc pour expression ¢g = k282, LT. En utilisant le
fait que T' = ; et le fait que k. = 2k;, = )\— on peut écrire que ¢g = 8;5(2 Nous avons vu que Apg = %
d’ou ¢g = %Q Or, on a sinf; ~ 6; = ’\';LB et §; = 0. On a donc ¢y = 493L2mQ On arrive bien a
Pexpression : | ¢g = 220, A |.

32.0naS = 1(1+cos¢y). La sensibilité se calcule selon : % = (fT‘;’; 33‘; On a donc % = |sin ¢()|ATm pour

raisonner sur une valeur positive. A ce stade de la question, on ne connait pas €2, ni ¢9. On se placera sans doute
de fagon arbitraire au maximum de sensibilité pour lequel | sin ¢g| = 1. Cela correspond a ddg = ATm =6500s.

33. Oy étant la verticale locale, la vitesse de rotation possede une projection sur cet axe qu1 est 0, = Qsin A ol
A est la latitude de Toulouse. On trouve (), = 5 x 107®rad -s~! en prenant pour Q = 86 Tz rad s ~1. On calcule
¢o = 0,65 rad. On peut donc en déduire que 45~ = 3930s. Comme on peut avoir une mesure d’une variation de

1% du signal normalisé AS = 0,01, on en déduit que | AQ, = 3090310 =2,5x10"%rad-s~! | Le dispositif étudié

permet de mesurer la vitesse de rotation de la Terre puisque celle-ci est Q = 7,3 x 10~ °rad - s~}

34. Si 'on ralentit les atomes du jet, on diminue leur vitesse v et donc on . L’angle 6 va donc

augmenter et, par conséquent, la surface A va, elle-aussi, augmenter. Comme on I’a vu dans Iexpression de la
sensibilité, cette derniere est proportionnelle a 'aire 4. On augmente, in fine, la sensibilité.
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