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Exercice 1 : Equilibre d’'un systeme flottant

Dans un cristallisoir, on dispose un bécher de 258enforme cylindriqug
de rayonR = 3,5cm, de hauteur=9cm et de massea = 98g (a vide). |
contient V, = 100mL d’acide sulfuriqueH;804) concentré de densijé
d=1,84. On verse de I'eau dans le cristallisoipdktir de quelle hauteyr
d’eauh, le bécher risque-t-il de se mettre a flotter esdeenverser ? gn
fera 'hypothese qu’il existe toujours entre ledadu cristallisoir et le fondl
du bécher une mince couche d’eau.

La hauteur recherchée sera déterminée en écridans (e cas limite) que
la somme des forces appliqguées au bécher est Ralisons I'inventaire

des forces : le bécher subit son propre poidscatrtiers le bas d’intensité
mg, des forces de pression dues a l'eau et des falegwession dues a
'acide sulfurique. Sur les parois verticales dwchH®, la résultante de
'ensemble des forces de pression est nulle du daitla symétrie

cylindrique.

air

N
2R
eau

. he
h, acide

Il ne faut se préoccuper que des résultantes stankd du bécher. Elles
sont verticales, celle due a I'eau est dirigée \eefsut, celle due a I'acide
sulfurique est dirigée vers le bas. Pour les dérmexmil faut connaitre la
pression exerceée par un fluide incompressible.diadé la statique des
fluides est :

M -

d
grad p=pg ou d—f=-ug

U est la masse volumique du fluide, considérée ammnme constante. Cela
conduit & la loi classique (poamwrienté vers le bas):=p, - Hgz Sip, est

la pression de I'air. La pression exercée par I'aaue fond du bécher sera
doncpe + pghe d’oll la forceF, = (pe + Heghe) TTRE. Le méme raisonnement

pour I'acide sulfurique conduit &, = (p, + Hghy) TR
La condition d’équilibre est :

(Po+HaQhy)TR + mg=( B+Me gBT R
En utilisant la définition de la densidé= p,/|., ON trouve :
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y i{dva ¥ ﬂ} =7,3cm
R He

On peut constater qub.<h, il faudra donc faire attention lors du

remplissage du cristallisoir afin de ne pas dépdgse

00O

Exercice 2 : Equilibre d’'un barrage-poids

Dans cet exercice, les solides et les liquides glomigés dans le champ de

pesanteur uniformg. Le référentiel terrestre est supposé galileens®
réfere au schéma situé plus loin. Le barrage esh&od’'un solide

indéformable, en forme de pentaédre de base radtarg Sa section est

un triangle isocele, de hautely de demi-angle au sommet égatt.aSa
masse volumique ept Il est posé sur le sol horizontal et permet dernie

'eau d’'un lac dont la masse volumique est éggle @n suppose que les
seules forces qui interviennent sont liées a lagpo@ des fluides (eau et
air), au poids du barrage et aux forces de comtaetcees par le sol. L

longueur L du barrage est suffisamment grande pour que l'oissp
négliger les forces de liaison intervenant a séextés. On appellp, la

pression uniforme de I'air au voisinage du barrage.
z

air

eau

e

X
sol

a. Exprimer la pression dans I'eau en fonction'alétude z, dep,, U, g
eth.

b. Calculer la force exercée sur la face immergdedéduire la force
exercee sur la face émergeée.
On admet que ni l'air, ni 'eau ne peuvent pénéteus le barrage. O
considere que ce dernier ne tient alors en égeilgur le sol que p4d
I'action de la force de frottement solide. Danscas la réaction du sol s
le barrage est représentée par: une composanteal@oN verticale
ascendante et une composante tangenfleherizontale qui s’oppose 4
glissement du barrage. L'équilibre statique n'emtagti que siT|< f|N|,

U

n
A’
Lr

u

expression dans laqueli@st un coefficient constant, appelé coefficien

[ de
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L

frottement statique du barrage sur le sol. On défssi I'angle dg
frottement ¢ tel que tar¢p =f. Cet angle représente linclinaispn

maximale de la réaction du sol par rapport a |l&cade.

c. Déterminer les forcas etT.

d. En déduire la valeur minimale du coefficientfdgtement, pour qu
le barrage reste en équilibre sur le sol, sansaglis

e. Montrer que s +¢ >n/ 2, alors le barrage reste en équilibre.

f.  On suppose que= 10m,g = 10m.&, p = 2.10kg.m°, p = 10kg.m",
a = 45°. Calculer la valeur limite de

g. Que se passe-t-il si I'air peut s’infiltrer sdesbarrage et exercer Ja
pressionp, sur la base ? Quelle est la nouvelle valeur limitecoefficient
de frottement ?

h. Que se passe-t-il si 'eau peut pénétrer sobareage ?

v

M -
a. D’aprés la loi de la statique des fluidgsd p= p8= - g% Comme

ici, seule la composante endu gradient est non nulle, la pression ne
dépendra que de Compte tenu de I'expression du gradient, il vient

dp_
a4 Mg

Par intégration, en tenant de la condifpgn= h) = p,, on obtient :

p(2)= p+udh- 2
b. Considérons une surface élémentaire (immergée)bdrrage a
I'altitude z. Elle aura une largewal et une longueut : dS=LdlI.

dl
"'&' A p eau

-

df; a

X

D

Elle subit une force de pression élémentaife= (2 Ldn ot i est un

vecteur unitaire normal@S Par projection, on a :

fi = -coxb, - sim'g,
Commel =z/cosa, dl =dz/cosa . On peut maintenant exprimer la force
élémentaire uniguement en fonctionaie

df, =[p + g h- 3 Ldé— p)@—tanap@)
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En intégrant, pour allant de 0 &, on trouve les deux composantes de la
force exercée sur la face immergée :

2 2
fy ={p0hL+ uglz_h :l et f, =—tano{pth+ pglz_h }

Pour la face émergée, considérer la pression de utaforme signifie
négliger le termeuairg(h— j devantp,. L'expression de la force s’obtient

en faisaniu = 0 dans I'expression précédente et en changeanghe de la
composante suivamtpuisque cette force est orientée “ en sens coattai

de la précédente :
= pOhL(+ & - tana%y)

c. A l'équilibre mécanique, dans un référentielilgah, la somme des
forces appliquées est nulle :

Pab ot e e =8
La masse volumique du barrage éfaet son volumeLh?tara , son poids
seramB: -p LI tanat gpg . On peut ainsi déterminer :

-P_H 2 p_(Zpo Hj 2
== Lh et N=| — +p+=|Lh“tana
5 o8 TPy g€

d. Pour qu'il n'y ait pas glissement, il faiit < f|N| ; f, = T/N d'ol
= th = (I)
™ [4po +(2p + 1) gh|tana
e. Si tagp=1/tara, alors cela veut dire quex+¢p=172. Comme
ugh ugh
[4po + (20 + 1) gh tano Hm) (20 +u)gh| tarec”
conséquentt + ¢ =7/ 2 convient pour que le barrage soit a I'équilibre.

f. ~ On trouve qué.;, = 0,11.
g. Silair peut s'infiltrer sous le barrage, il e#sulte une force verticale
supplémentaire de valeur :

PoShas & = B2 Lhana'e
La nouvelle composante normale de la réaction tastaonc :

= (p + %) Lh? tanat g%
Comme la composante tangentielle n’a pas changén aleéduit que :

_ H _
frin = =0,2
™ (2p + p)tana 020

<1, alors tan$ >

par
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h. Si 'eau peut pénétrer sous le barrage, ellacexa une pression
Po + ugh sur la surface de base. Cela crée une contribetiomoins dans
N. On trouve que :
_ M -
fmin = =1
™ (2p - ) tana
ce qui montre que la situation est critique, lerdge ne tiendra pas.

00O

Exercice 3 : Oscillateur a poussée d’Archimede

Y

(C) est une sphéere solide homogene, de céitde rayona et de densits
d <1 relativement a I'eau. On appelle u la masdamimmue de I'eau ey
'accélération de la pesanteur.

Cette sphere est posée a la surface de I'eau edlatle ; on admet que
I'eau reste en permanence a I'équilibre hydrostatiq

a. A I'équilibre, la sphere s’enfonce d’'une profendh,. Exprimer la
relation entrdh, et les autres caractéristiques du probleme.

b. On suppose que la sphere est initialement eaéoden’, avech' £ h,,.

Exprimer le bilan des forces exercées et détermimgoulsationw des
petites oscillations verticales en fonctionajé, h, etg.

a. On utilise les notations du schéma :
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Etant donné qu’on néglige la poussée d’Archimede aliair, I'équilibre
est réalisé lorsque les forces de pression exerpéed’eau (poussée
d’Archimede) équilibrent le poids de la spheéret soi

4
(m - mdéplacé)gz 5 avec m= gﬂasdll et rndéplacéz Vdéplacél-l
tandis que le volume d’eau déplacé s’écrit au malyene intégrale :

Viemes= T 0 x?(2)dz ot x(2)? + 2% =a? doncV,, :ﬂ?(Sa—ho)
éplacé 7=—a déplace 3
La condition d’équilibre s’écrit finalement¥(3a - h,) = 4da’.
b. Hors équilibre, les forces de pesanteur et desg#e ne s’annulent
plus. On écrira que leur somme, en projection 'sxelvertical ascendant,
est égale au produit de la masse de la sphére’guaélération de son
centre de gravite :
2
F,= "“g[h2 (32— h) - 4da ]——Tra ud( ‘;tth
puisque l'altitudez du centre de gravit€ de la sphére au-dessus du niveau
(réputé invariable) du liquide vérifie=a —h.
Apres simplification et compte tenu de la condit@équilibre écrite plus
haut, on aura pour équation difféerentielle du mooeet :
4a°d® —g[f(h)- f(h,)] ou f(h)=h?(3a-h)
Le développement a l'ordre le plus bas de cettatioel mene, sh reste
voisin dehy, a: f(h)- f(n,)= f'(hy)(h—h,) ot f'(h,)=3n,(2a-h,)>0.

On obtient bien une équation d’oscillateur pearh —h, sous la forme :

&= —w’e ol ooz\/3h°(2a_ )9
4a%d

00O

Exercice 4 : Dépression par rotation

Un tube coudé a angle droit tourne autour d’'un\axical z’'z avec une
vitesse angulaire» constante. L'extrémité du bras vertical plongesdan
liguide de masse volumiqup,. L'extrémité du bras horizontal, a |la
distancel de l'axe de rotation, est a l'air libre a la piesasp,. La
température de l'air extérieur €gL On désigne pap la pression de l'ai
en un pointM situé a la distance de I'axe de rotation et parla masse
volumique de l'air. On supposera que, pour laiipfluence de g
pesanteur est négligeable.

s
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el

'M air
' extérieur

I
A—o— —
i|
[h

™ liquide

Lorsque le tube ne tourne pass 0. Par contre lorsqu’il tourne a la vitegse
angulairew, le liquide monte dans le tube et stabilise a hegteurh une
fois le régime permanent atteint.

On donne: py = l1lbar, | =10cm, w=3000 tours par minute ep
_ = 10%g.m". La masse volumique de I'air extérieur gst 1kg.ni.

a. Ecrire I'equation différentielle a laquelle ab&air dans la partig
horizontale du tube coudé.
b. Pour intégrer cette équation, on se placera dang cas de figure|:
tout d’'abord, on fera I'hypothése que la masse majue de l'air es
constante et égale a celle de I'air extérigur py). D’autre part, on fer:
I'hypothése que l'air est un gaz parfait dont lmpérature est constante|et
égale al, dans tout le tube coudé. Dans les deux cas, dderpression
de la pression de I'air au poikt a 'abscisse.

c. Exprimer I'écart de pression entre les deuxémites de la parti
horizontale du tube dans les deux cas précédeaiie Fes application
numeériques et conclure.

d. Calculer la hauteurqui apparait dans le cas décrit ici.

o~

v) (D

a. Il faut se placer dans le référentiel tournantal tube ; celui-ci n’est
pas galiléen. La loi de la statique des fluidesrif@lors :

+f

yadp="f
grad p = inertied'entrainemet

volumiques

Les forces volumiques sont ici constituées paold®:
F\'/olumiquesz -p £z
La force volumique d’inertie d’entrainement est :
- 2
Fi’nertied'entrainemlet - p(’o >8x
En effet, 'accélération d’entrainement est :

— 32 8x
gentrainemm =-WwX
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puisque le point coincidant avita la datd et attaché au référentiel a un
mouvement circulaire (de rayom et uniforme (de vitesse angulaw On
néglige l'effet du poids, seule la projection dégliation selon I'axé®x
importe :

dp _

o pu) X
b. Commencons tout d’abord par faire I'hypothésee gu=p, Par
intégration entre la positioxou la pression egt et la positionx =1 ou la
pression egb,, on trouve :

p= po+pO°°2(x2— ?)

Supposons maintenant que l'air suive la loi des padaits et que la
température soit uniforme a la valélyr A partir de la loi des gaz parfaits,
on arrive a :
pP= Mp _Po Y
R R
L’équation différentielle devient :
dp_pPo
dx
En séparant les variables, I'intégration est aisée

o poexp[p;po ( 2_.2)j

On peut constater qu’en effectuant un développeriité au premier
ordre de cette derniére formule, on retrouve I'espion de calculée dans
le cadre de I'hypothése d’'une masse volumique eoitest

c. Dansle premiercas,ona:

PL? X

Apy = po - H{ x=0)= po“’ P 0510 3bar

La difference de pression n’est que de S5mbar, cGasez faible. Cela
devrait permettre de trouver que les deux calaui$ équivalents.
Dans le cadre de la seconde hypothése, on trouve :

2
AP, = Py 1—exp{—mlzj 0510 3bar
2Pg

Une diminution de pression de Smbar peut appara@sefaible devant les
1013mbar de la pression atmosphérigue moyenne.bNéms pas qu’'une
situation de pression de 970mbar (c’est-a-dire dimenution de pression



16 EXERCICES DETHERMODYNAMIQUE, PREMIERE ANNEE

de 43mbar) est synonyme d’un violent ouragan aescvents dépassant
150km.H".
d. Pour le liquide contenu dans le réservoir, llade la statique des
fluides est uniguement importante selon I'&a On se gardera bien pour
un liquide (beaucoup plus dense qu'un gaz) de géglia pesanteur.
L’éguation de la statique dans le référentiel dier¢oir supposé galiléen
est:
M -

grad p_ :ddizl_gz = aolumiquesz -p Lg%z
L’intégration de I'équation différentielle doit $fectuer en supposant que
la masse volumique du liquide est constante. degigue puisqu’un
liquide est tres peu compressible. On obtient :

PL="PLI9Z* B
avecz = 0 correspondant au niveau supérieur du réseevogontact avec
'atmosphére. Dans cette démonstration, on a nédégargeur du tube.
On travaille implicitement erx =0. En négligeant I'évolution de la
pression de l'air dans la partie verticale du tabedé, on aura :

pL(A) =l x=0)
Cette équation conduit a la hautéude liquide :

2
h=_Po 1—ex;{——p0® IZJ 05cm
PLY 2

00O

Exercice 5 : Dynamique de formation des étoiles

Une étoile est formée d’'une certaine maktede gaz, qui adopte une
configuration sphérique du fait de linteractiomagitationnelle entre le
atomes d’hydrogene qui la composent. On négligaut éffet de rotatio
et on considérera qu’'a tout instant cette massgade disposée dans |le
vide, est en équilibre hydrostatique. On appelRRia rayon de I'étoile
un instant donné de sa formation. Son rayon astral notd,.

A tout moment de sa formation, les répartitionsntesse volumique, de
pression et de température dans I'étoile sont &syersphérique.

a. On appelle i la masse volumique de I'étoile a la distamcdu
centre etM(r) la masse de la fraction de l'étoile qui est st une
distance de son centre inférieure ou égale @n appelle aus(r) la
pression qui réegne a cette distamagu centre. Relier m) et M(r). Relier
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aussiM(r) et le champ de gravitatiag(r) a la distance du centre et a la

constante de Cavendish
b. Etablir I'équation d’équilibre hydrostatique daz qui forme I'étoile.
c. On considere un mode (fictif) de formation pexgive de I'étoilg

i

“sur place ”: apres accumulation de la mab¥e) dans la sphére de
centreC et de rayonr, un opérateur amene, de facon quasi-statique,
a)
D

massedM depuis l'infini jusqu’a la disposer régulieremesnir une couch
sphérique comprise entre les rayanstr + dr. Calculer le travail qu
I'opérateur doit fournir dans ce but ; commentar signe.

d. En déduire, sous forme d’'une intégrale portantafonctionM(r), le

travail total nécessaire a la formation de I'étailestifier rapidement qu’on

'appelle Wg, énergie gravitationnelle de ['étoile. Montrer sugjue
I'énergie gravitationnelle peut se mettre sousiank :
W ==3|[[ pdt = —3]20 p(r Jarr 2dr
étoile
l'intégrale étant étendue a tout le volume de lléto
e. On considére ici que [I'étoile est formée d'unz gaarfait
monoatomique en équilibre thermique. En déduirgpfession da\; en

fonction de la masskl de I'étoile, de sa températufede la constante de

Boltzmannkg et de la masse de I'atome d’hydrogene.

f.  On considére ici que la masse volumique de il&test uniforme
H(r) = constanteDéterminer I'expression d&/; en fonction de la massé
de I'étoile, de son rayomR et de la constante de CavendiGh Faire
I'application numérique pour le SoleiR¢ = 6,961°m, M@ = 1,99]
10°%g). g. Lors de la formation du Soleil, on admet gette massklE
s’est régulierement contractée depuis un nuagealinie trés grand
dimension jusqu'a son état actuel. Si on considgue [I'énergie

D

gravitationnelle ainsi libérée est responsable altomnement isotrope du

Soleil (le flux rayonné, mesuré sur terre a laatisea = 1,4910"m du
soleil, vautp = 1,3kW.n¥), quel est I'age du Soleil ? Commenter.

a. Compte tenu de la symétrie sphérique, on peieéc

M(r)=[_u(r)am?dr’  ou encore(::j—'\:I =u(r)4rr?

en dérivant I'intégrale ci-dessus relativement édaane supérieure, et bien

sdr pour <R. Evidemment pour >R, Mr) =M et p¢) = 0.

Le champ de gravitation est bien sdr central, aésgiensphérique ; on le

détermine par application du théoréme de Gauss dgadvitation a une
sphere de rayon:

la
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§= —g(r)lﬁ)r et {:}é)llg= —41r2g(r) = -4ncM (r)
sphere
On en déduit donc :
GM (r
o(r)==73" 0
b. L’équilibre hydrostatique impose I'annulationsderces de pesanteur
_u(rjam(r)
rz2
c. La massedM, pour subir un déplacement quasi-statique, devra a
chaque instant étre en équilibre sous l'action fdeses de gravitation et
des forces exercées par I'opérateur. Le travailaphei-ci fournit est donc
'opposé du travail des forces de gravitation,’exmime donc comme la
variation de I'énergie potentielle de gravitation :
6Wopérateur: - 6Wgravitation: CIEp - 6Wopérateur: dEp(r) - dEp(oo)
On utilisera bien sar la convention habituellg,(«) = 0. Enfin, I'énergie
potentielledE, doit étre comprise comme celle acquise par la ediglsse

déplacant dans le champ de la mab#g) déja formée, avec donc:

et des forces de pression, Sog;adp = u(r)8 d’ou‘;—‘: -

, GM (r )dM . , , .
dE, (r ):—%. Finalement, 'opérateugsisteen permanence aux
forces dattraction et fournit donc le travalil Igtant
GM (r )JdM
6Wopérateur= _L <0.

r
d. Le travail total fourni par I'opérateur s’éadibnc :

W, =W -G rRzoM (r)dm

opérateur™ r

Si I'étoile devait étre a nouveau dispersee jusditidini, il faudrait lui
fournir I'énergie opposée; ; ainsi,W; peut étre considérée comme une
mesure de €nergie de liaisorgravitationnelle de I'étoile, ce qui justifie
I'appellation proposée. D'autre part, on peut eaagerire dM = p ) 4mr?

dr donc WG=—4T[GeriOM(r)u(r)rdr ou, compte tenu de I'équation

fondamentale hydrostatiqua =4njrior3dp. Le calcul s'effectue au
moyen d’une intégration par parties :

W, = 4n[r 3 p(r)]rR:O - 3[2 ,4mw 2 p(r )dr
maisp(r =R) = 0 et on en déduit la relation proposée pariiare.
e. Pour un gaz parfait monoatomique en équilibeeniiqgue, I'équation
d’état de I'élément de volundx s’écritp dt = dN k; T sidN est le nombre
d’atomes d’hydrogéne dans cet élément de volumearQaiéduit donc :
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M
W, ==3KgT [[[dN =-3Nk,T = _3E KeT

étoile

f.  Reprenant I'expression, = —4nG eriOM(r)urdr avecM(r)=gT[ur3

2

on obtient Wy = _%ST[ZUZGRS __3GM

10".

g. Le flux mesuré au niveau de la terre se répautitoute une sphére de
rayona ; le Soleil rayonne donc actuellemant 4’ = 3,6 16°W.

Si ce flux a été maintenu constant pendant toupddese de contraction de

Numériquement W = -2,3

S soit 20 millions d’années

la nébuleuse solaire, I'age du Soleil est

environ. L'age du soleil est en fait bien plus gtanar I'énergie totale
dégagée par le Soleil a aussi une origine thernéaine, et il faudrait ci-
dessus Irenf]place')‘/\’lG par _WG - Whermonucléaire>> 'WG-

00O

Exercice 6 : Surface libre d’'un tourbillon

On considére un fluide incompressible, de massaemigue [, soumis g
I'accélération de la pesantegir

a. Le fluide est mis en rotation autour de I'axeigal ascendanbza la
vitesse angulaire constanteo. Etablir I'expression de [I'équatign
fondamentale de I'équilibre hydrostatique, dansférentiel tournant a la
vitesse angulaire.
Dans le référentiel galiléen, exprimer§y ot & désigne l'accélération du
fluide ; commenter.

b N

b. Le fluide est maintenant en rotation a la viéegs), orthoradiale
dépendant de la distanc& I'axe de rotation. En généralisant I'expresg
établie en a., montrer que la pressmpdans le fluide dépend deet dez
selon la relation :

on
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R 2
gradp= u{&@&}

c. Dans un tourbillon, la vitesse de rotation adtena grande distande
du tourbillon, et nulle sur I'axe de celui-ci (OBil du cyclone ”) ; un bo
modele de comportement de la fonctign) est alors :

Avn)

—

Vo

lo
r
r<ro=v(r)=v,—
I'o
r2ry=v(r)=v, 0
Déterminer la pressioo(r, z) dans le fluide.
d. Le fluide est de l'eau (surface de l'océan dams tourbillon).
Déterminer I'équation de la surface libre du flu{de noterg, la pression
de 'atmosphere au-dessus du fluide), et la pradandiu creux causé ppr
le tourbillon.
Application numérique v, = 5m.s".
e. Le fluide est de l'air (atmosphére dans un aye)o Déterminer I
dépression au centre du cyclone (différence eatpedssion au centre et|la
pression a grande distance).
Application numérique v, = 40m.&', , = 1,1kg.n?. Commenter la valeur
de la dépression, et I'hypothése “ fluide incompites .

r——4

a. Le fluide étudié est en équilibre sous I'actilms forces de pesanteur,
de pression, et des forces d’inertie d’entrainement

grad p= H(& - gentraTnemlet)
soit, dans le cas d’'un mouvement de rotation aufeuraxe verticalOz a
la vitesse angulaire :

grad p=p(§- - wrf}
L’accélération d’'une particule de fluide dans Iéeréntiel galiléen vaut
alors :
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R- —oozrtﬁ)r donc p& = u§ - grad p
Cette équation s’identifie donc comme une expressedaptée a la
mécanique des fluides, guwincipe fondamental de la dynamiqysour un
volume unité de fluide, soumis aux forces de pesanét aux forces de
pression ; celles-ci sont représentées pdetssité volumique de forces de
pression:
dF,

pression _ _ gr_'ad D

dt
b. Le mouvement étudié est caractérisé (mouvenenti@re uniforme)
par une accélération constante, dirigée vers l¢reale la trajectoire, de
normeV?/r, d’oll I'expression :

op _
- o Mifp)_Jaz Y
grad p=p — U, + u. |= 2
r % _ M)
or r
c. Pour >r, l'intégration des équations ci-dessus fournit :
op _ Vol
or rs o Vzi
= p(r,z)=cte- pgz- uvg -%
op__ 2r
P 21¢)
tandis que pour <r,, on obtient :
op _ Ver|
=p ,
oo Lo p(r,2)=cte - pgz+ p
@ =-ug 2[‘0
0z
La continuité de la pression er ry impose enfin :

cE =cte— UV
d. La surface libre du fluide a pour équatnr p, ; en choisissant pour
niveau z= 0 celui de cette méme surface a trés grande ndistalu
tourbillon, il vient :
r - o= p, =cte
d’ou I'équation de la surface libre du liquide :
2 2
__2 o _2| T
r>r,=>gz=-vy— I<ry=>0z=Vy| — -1
o—9 052 o—9 O[Zroz j

En particulier, au centre du cyclone, on obtient :
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z(r=0)= _EO: - 2,55m
Pour commenter l'ordre de grandeur significatif adte profondeur, on
remarquera que la vitesse nécessaire pour l'ateieste modeste ; 5nl.s
correspond a 18km/h.
e. Cette fois-ci, on calculap = p(r = 0,z=0) —p(r - o, z=0), a
savoirAp = - Vo’ = - 2,1kPa. Un tel écart peut sembler trés faibiais il
correspond a une “ force différentielle ” de I'oeddu poids de 200kg par
metre carré, suffisante pour soulever une toituegxemple. La vitesse
évoquée ici (40m5 ou 144km/h) est atteinte régulierement dans les
régions tropicales ou en bordure d’océan.
Notons qu’'on a supposé que pcte = |; ceci se justifiea posteriori
compte tenu de I'expression de la compressibik® ghz parfaits :

X+ =1[%j =L gonc BH<LPo o1 1R ect
ulop); p Hoop

Pour remettre en cause cette approximation, il reatidine vitesse bien
plus élevée ; de facon assez générale, on peurenapt'un gaz peut étre
considéré comme presque incompressible tant quéesse n'atteint pas
celle du son dans le méme gaz (dans I'air, elle¢ eaviron 300m.3, ce
qui menerait a une dépression relativy@p de l'ordre de 1, certes plus
négligeable).

00O

Exercice 7 : Ascension d’'un aérostat

Un ballon atmosphérique (aérostat) est constitu@al’enveloppe souplg,
constituée d’'un matériau élastique.
Pour réaliser une augmentatio8de sa surface, un élément de ce matgriau
élastique doit recevoir un travaW = A dS ou A porte le nhom dé¢
constante de tension élastiqde matériau utilisé.

Pe
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a. On considéere un ballon sphérique, de rayprconstitué de ce
matériau élastiqgue. On nofe et p. la pression du gaz respectivement a
I'intérieur et a I'extérieur du ballon. Reliéy, r, p etpe.
Dans toute la suite, on considérera que le volumieadlon est assez grapd
pour pouvoir toujours négliger I'écart entre pressintérieure et pressign
extérieure : le ballon est en permanence en éqaiilitecanique.
Cependant, le ballon présente un volume maxihal au-dela duquel i
cesse d’étre élastique ; pour éviter sa rupturgvs@dalors une soupape qui
permet la fuite du gaz.
Afin d’assurer I'élévation de I'aérostat, le balleat empli d’'un gaz parfajt
de densitdd < 1 relativement a l'air, considéré egalement cemun gaz
parfait. Lors de la montée du ballon dans I'atm@sphla pressiop et la
masse volumique p de l'air varient seloridapolytropiquep/u” = cte, ol
g = 1,2 est une constante. Au niveau du sol, on ngterg, et i = |4.

On notem la masse du gaz contenu dans le ballom'é masse totale de
I'ensemble enveloppe + nacelle.
A tout instant, l'air extérieur et le gaz du ball@ont en équilibrg
thermique.

De plus, I'air atmospheérique est en équilibre hgthibque.

b. A quelle condition le ballon monte-t-il ? Quellest [laltitude
maximalez, atteinte sans perte de gaz ?

Application numérique : le gaz est de I'héliude, de masse molaire
M = 4g.mol*. Au sol, ouip, = 1bar,T, = 300K, le volume du ballon est
V, = 100ni. Quelle est la masse maximatecompatible avec le décollage
du ballon ?

On donneV,,, = 150n1. Calculerz,.
c. Quelle est laltitude maximale atteint®, apres ouverture de |a
soupape et en tenant compte de possibles pertezde
Application numérique : on donme' = 10kg ; calculeg,.

\174

a. Le travail regu par I'enveloppe élastique net e fourni que par
les forces de pression exercées par les gaz imtériextérieur ; lors d’'une
augmentatiordr du rayon de I'enveloppe, le gaz intérieur foutaitravalil

4_ 5
d| —TT
nd )

résistant W, = —4rr?p,dr. Le bilan algébrique de ces deux travaux
s’écrit :

moteur OW, =+ =4mr®pdr et le gaz extérieur le travail

W = 411 %(p, - p,)dr = Ad(4rr?)=8mArdr
d’ou la relation demandée :
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_2A
P~ Pe e
Bien sdr, sr est assez élevp, etp, peuvent étre confondus.
b. Rappelons d’abord que la densité d’'un gaz papad a l'air est le
rapport p'/p et, dans I'approximation des gaz arfa
. . I M!
pM =uRT et pM'=u'RT doncd L Y
M

La densitéd du gaz contenu dans le ballon est donc une cdestant au
long de la montée de I'aérostat.
Si on noteV le volume du ballon a un instant donné, la poussée
d’Archimede a pour norma = p g V (on note p la masse volumique de
I'air) ; elle doit compenser le poids total du gaz etddesgctures du ballon,
soit enfin :

n>ugdv+m'g
On obtient donc la condition demandée, en natentu V :
m'<m(1 —d)
Par la suite, lors de la montée de l'aérostat, ressgion atmosphérique
diminue (puisqualp/dz = -4 g < 0) et donc la masse volumique de l'air
diminue (puisque/u® = cte), ainsi que la poussée d’Archiméde. La masse
m de gaz étant constante (avant 'ouverture deuaaoe), le ballon doit se
dilater pour quen = pd Vreste constant.
LorsqueV atteint sa valeur maximale, la hautepatteinte correspond a la
conservation de la masse de gaz initiale :
IJ.(Zl) Vmax =m
Il reste a déterminer la fonctionz),(au moyen des relations polytropique
et hydrostatique :
P _ Po g

dp -2
——=-ug et —==2 donc p*“du=-——pjdz
dz” P9 K== Hs

L’intégration de cette équation fournit successigam
1

il g1
_ q—luogzy-l _ 9 P [ m j
MZ)=Holl-——— doncz,=————|1-
() 0{ a P 8 q—luog[ MoV ma

pO_II\_/I = 0,16kg.nT (par application de la

0
loi des gaz parfaits, avéd = 4g.mol). On en déduit = poV, = 16kg
doncm'<m (1 - 0,14) = 13,8kg. On trouve numériquengnt 29,8km.
c. A partir du moment ou laltitude, est dépassée, le volume de
'aérostat reste constant et la masse de gaz délerd@it de 'ouverture de
la soupape. La poussée d’Archimedg V. décroit au fur et & mesure de

Commencons par déetermingg =
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la montée et, donc, de la diminution de p. L’aftdumaximalez, atteinte
correspond a I'équilibre de cette poussée et dulspale la charge
transportée :

H(ZZ) Vmax (1 _d) =m
d’ou, comme ci-dessus, la relation :

r g-1
2= 94 P 1_( m ]
q-1Ho9| | HVaa(l—d)

On remarque quan' < m(1 —d), donc quez, > z,.
Numériquementz, = 51,6km.
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