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Exercices : 15 - Cinématique du point

— Solutions —
A. Repérage
1. Le vol de la libellule
7 . . . A _ . _ a . _ a . . . . .
Réponses : 7 = —wvgcosa, 10 = vgsine, tproie = voooia o(t) = tanalnm, spirale logarithmique;
02 . — . —
@ = —L(sin® a€, + sinacos aep).

2. Un insecte sur un élastique

Réponses : I'extrémité de 1’élastique obéit a la loi X = L + Vt. A une date t, on note x; ’abscisse de l'insecte
par rapport au mur ou est fixée une extrémité de 1’élastique. La vitesse de I'insecte par rapport a 1’élastique est
v mais le support sur lequel il se déplace I'entraine du fait que 1’élastique s’allonge. Dans un fonctionnement
homogene de l'allongement de 1’élastique, la vitesse de ’allongement est proportionnelle a ’abscisse du point
considéré. On a une vitesse locale de 1'élastique de la forme V. On peut voir les cas particulier z; = 0, le

morceau de I'élastique ne se déplace pas, sa vitesse est nulle. A I'extrémité en x; = X, il se déplace a la vitesse

V. La vitesse de l'insecte par rapport au mur est donc dz; = v+ V. On passe en varlable X avec % =V
pour obtenir ’équation différentielle Vgﬁg’ = v+ FV. En cherchant la solution sous la forme proposée, on

aboutit a ((ii—)f( = %% Et donc f(X) = In % L’insecte atteint I'extrémité de 1’élastique lorsque z; = X et

donc on a X = Lexp % = L + Vt,. Le temps pour atteindre t, = % (exp % — 1). Avec exp % = exp 1000, on
peut étre certain que ’élastique s’est coupé bien avant ou que l'insecte est mort! On peut encore aborder la

question posée en disant que j;)t * ;é‘(if) = 1. En effet, cette relation exprime le fait que la distance & parcourir peut

s’exprimer de deux fagons. C’est d’une part X(¢,) et d’autre part fot” vdt mais comme la distance a parcourir

est dépendante du temps, il n’est pas possible d’écrire comme on le fait habituellement L = vt, que I'on pourrait

. ta .. . P . .
écrire |, M = 1. Ici, il faut raisonner de fagon infinitésimale entre une date ¢ et ¢ + dt¢ ou la distance parcourue

est vdt sur 1 élastique qui & ce moment-1a posséde une longueur X (¢) = L + Vt. C’est pour cela que 1'on écrit

ta vdt _ 1 _ (ta _odt A : )
que j;) X 1= f() I+ve On retrouve heureusement la méme expression qu avant.

3. Lecture d’'un CD

Réponses : r = 7“0 + 20, L = fe rdé, langle total parcouru est 0 tel que ry = ro + $=0y, L = 100y + 5=
d’ott L =7 p70 et L = 5,38km; T = £, 1 heure et 15 mmutGS' p <L 1o dou V =rw(r) et w(r) =

wo = = =48,0rad - s~ ce qui fait 460 tours par minute et w1 = £ =20,7rad-s™ ", c’est-a-dire 200 tours par

dr dr do Vv -1
mmute, u(r) =N =3 et = .
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’ll():%T =12,2pm- s~ etulf2777 =5, Spm s

4. Trois chiens se courent aprés

Réponses : a chaque instant, on a un triangle équilatéral puisque les trois chiens font toujours la méme chose. On
peut représenter la situation initiale comme a la figure 1. On utilisera les coordonnées polaires d’angle 6 avec, a
la date ¢ = 0, un angle aw = /6 puisque l'on va raisonner sur un angle repéré par rapport a 'axe Gz. Le centre
de gravité G du triangle est a la distance C;G = %C’iH , en 'occurrence Cs sur le schéma. Par trigonométrie,

on trouve que Co H = D cosa = D cos . Comme cos%z‘/Tg,on en déduit que CiG:%.
Y
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G
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Qu*
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FIGURE 1 — La course des trois chiens

On pose G—Ci = ré, = %é’,. La vitesse en coordonnées polaires est ¥ = 7€, + r0&,. Apres chaque durée
infinitésimale, le triangle a tourné d’un petit angle # mais on retrouve toujours le triangle équilatéral mais
avec un coté de longueur plus petite que D. On peut reproduire la méme chose qu’a la date ¢t = 0, le triangle
tournant et se rétrécissant. On a donc ¥ = —vcosae, — vsinaey. On en déduit que V¢, on a —vcosa = 7. Le

rayon r = GCy diminue selon la loi r = % — v cos a. Les chiens se rejoignent lorsque 7 = 0. C’est pour la date
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‘/75 et sina = % Comme la norme de la vitesse est constante, on peut écrire

que % = v, 'abscisse curviligne s correspond a la distance parcourue par chaque chien. s = v foc dt =vt. = %.
La bonne réponse est donc la réponse c¢). Les chiens font une spirale autour de G. On peut s’intéresser a ’évolution
do vsin a

de I'angle # en disant qu’a tout moment, on a r‘é—f = —sina. Cela permet de calculer ¢; = — e —. On
-

_ D _ 2D _
t, = ceosav3 — 3v buisque cosa =

peut intégrer et avec la condition initiale 6(t = 0) = a = &, on arrive & § = § — % In %ﬂt On peut voir que
2D

cet angle diverge lorsque I'on approche t,.. C’est normal parce que I'on a utilisé des chiens représentés par des

points. En utilisant un modeéle donnant au chien une certaine taille, on n’aurait pas de divergence de I'angle

parcouru.

5. Trajectoire en polaire

Réponses : rg est la distance & lorigine lorsque 6§ = 0, cosf = cos(—6) il y a symétrie par rapport a O,
dOM = dre,. + rdfey, (%)2 = 72 cos? g, pour 6 € [0,7] ds = rgcos gd@ et 5(0) = 2rgsin g ce qui fait

2
2rg entre 0 et 7; ¥ = “5%(—sinfe, + (1 + cosB)ép); u; est tangent a la trajectoire donc porté par la vitesse
U = viiy = “5%(—sinfé,+(1+cos0)ép) avec v = wrg cos g, on trouve iy = [— sin gé}Jrcos gé'g] d’ou 8, = ng% i le
vecteur iy, se déduit de ; par une rotation d’angle 5 dans le sens de définition de ¢ d’ott u,, = — cos gé}. —sin géb,
@ = w’roF avec F = & [—cos & sin £¢, + cos? £&y], on calcule F = 3(1 — 4 cos? §)&, — 2 cos § sin £€p, on obtient
F.4, = %cos g, on a donc a, = %w27”0 cosg et comme v? = w2r3 cos2§ ainsi que v? = R.a,, on obtient
R. = %7’0 cos g.

6. Durée minimale

4 . _ _ .o dteor _ d—
Réponses : vta; = \/d? + (d— )% et Virp = \/d3 + 22; % = 0 avec tiot = tar + trn, —%ﬁ +
1

1 T N, . 5 . / J 1o iy 1 o
3 7\/@ = 0; lois de Descartes de 'optique géométrique  siniy = 3 siniz.

7. Mouvement cycloidal

Réponses : & = vot + rsinwt et z = a + rcoswt, U = (vg + rw coswt)é, — rw sinwteé, ; on s’intéresse a la vitesse
d’un point situé a la périphérie de la roue lorsqu’il arrive au niveau du sol c’est-a-dire lorsque wt = 7[27],
U = (vg — aw)é, avec '’hypotheése vy = wa, on voit que la vitesse du point est nulle lorsqu’il arrive au contact
du sol, il n’y a pas de différence de vitesse entre les deux points I'un de la roue, ’autre du sol qui coincident, il
n’y a pas de glissement ; les équations paramétriques correspondent a x = vot + rsinwt et z = a + r coswt, les

trajectoires sont représentées sur les graphiques de la figure 2.
z

r<a

r>a

" U V) :

FIGURE 2 — Mouvements cycloidaux
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8. Mouvement sur une trajectoire particuliere

Réponses : cercle de rayon R et de centre (x = R,y = 0), on a x = rcosf dou r? = 2Rx = 2?2 + 32,

—_— .
on peut écrire cette équation sous la forme (z — R)? + 32 = R?; on calcule la vitesse par ' = %9 d’ou
- _ 2RQ e > o 2 digy =2 _ _ 8RQ? 5 : _ 2 PN
U= oo [—sin 0¢, 4 cos 0], puis @ = 30, @ = — 556, toujours dirigée vers O, Qdt = cos” #df d’olt en
intégrant QAL = 7, At = 55.

9. Une hélice

Réponses : base (€, ,¢.), ¥ = Rcos? = £(1+ cos20) et y = Zsin20 d'ott (z — £)2 +¢* = RT2 cercle de
centre (£,0) et de rayon £ ; 7 = §(—Rsin6é, + Rcosfép) d’ott v = R6 avec > 0, ¥ = v(—sinfé, + cos dep),
a= f%(cos 0¢, +sin6éy) ; ¥ = Rw(—sin e, + cos0ep), @ = —2w?R(cos BE, + sin 6¢y) ; avec z = 446, on a une
hélice que se développe sur I’axe Oz a vitesse constante puisque z = %% et Z = 0, les composantes de la vitesse
et de 'accélération sont les mémes qu’avant.

10. Mouvement le long d’une came

Réponses : la trajectoire est représentée sur le schéma de la figure 3; ¥ = w(csinée,. + (b — ccos)ey); d =
w?(—bé.+2csinfey); 0 = 7/2 sur Paxe Oy, w = 189rad-s~ !, 7 = w(cé, +bép) dottv = wv/c2 + b2 =4,2m-s™ 1,
@ = w?(—bé, + 2cey) d’ott a = w?V4c2 + b2 =10°m - s 2.
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FIGURE 3 — Trajectoire d'un point sur le pourtour d'une came
B. Lois de composition des vitesses et des accélérations
11. Un nageur
Réponses : composition des vitesses donne vq/s01 = Una/eau + Veau/sol A0 Upg/sor = VE — V€, OF Upg/sor =
+Up4/501€y €n fonction du sens de parcours, on obtient donc Ve = vé€; £ v,4/501€y d’0lt V2 =024 vfm/sol et par
, o PR o 2d _2d 1 . - o B —
conséquent Vpq 50 = VVZ —v* et doncty = Wizl Y ey pour le trajet AC on a vq/s01 = (V —v)e;
et pour C'A cela donne vy,q /50 = (V+v)é; et donc ty = VQEI” + VQf” = %/—dﬁ et par conséquent i—f = \/% ;
on trouve v = @V, on a toujours Ve = ¥,q/501€y + v€; pour le trajet AB, en appelant o I'angle entre Ve et
l'axe Oz, on a cosa = 3 = @ d’'on . =307, pour AB on at; = \/V%d - = %/—d \/ 1 — alors que dans une eau
= o2
v2

calme, on obtient tg = %d d’ou tg = %tl ce qui fait tg = 2mn.
12. Promener son chien

Réponses : le second homme posséde une vitesse de 2km - h™! par rapport au premier promeneur. Comme
ce dernier est parti une heure avant, au moment ol part le second promeneur, le premier promeneur possede
une avance de 2km. Il faut donc une heure pour que les promeneurs se rejoignent. Le chien va donc gambader

pendant une heure, avec la vitesse constante qu’il est sensé garder. Il parcourra donc | D = 10km |. Il s’agit de
la réponse c).
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13. Parachutiste

Réponses : dp/r: = 0, Up/rr = —Veé,' — vey, droite d’équation y' = h + $2', dpyr = 0, Upjpr = —(V +
: =7 = : 54 : /o V cosa v Cos o /= a7 5 a5 !
vsina)eél, — v cos a€,, droite d’équation y' = hV+'Usina + vramad s dp/rr = —a€g’, Up/pr = —atéy vey,
, . —y . _ v cos . 02
parabole d’équation z’ = —%a(hvy )?, tan6y = ¢, v = 31km-h L tanfy = Trosags 02 =217, tants = 7,
h = 225m.
14. Rotation

Réponses : O?’ =, te, et Oﬁ = vt coswotey +vpt sinwotéy, r = 5—29 spirale réguliere, Up/r, = v;-€; + v wotey,
ap/r, = —v,w3te, + 2v,woey, T = T cercle, Up/ry = To(w + wo)€y, dp/r, = —To(w + wp)?€,, P immobile par
rapport a Ryg.

15. Arroseur de jardin

Réponses : Ue; = U sin A€, — 1 cos €y, Vent = Wby ; Grel = 0, Tent = —w2bEy., Acoriolis = 2wulcos a, + sin aéy).

16. Horloge

Réponses : I'aiguille est un référentiel en rotation noté R’, le mouvement est uniforme dans R’ on a @z = 0
et Up/rr = %é}, la position de I'insecte sur 'aiguille est donnée par OM = %té’,. ; le point coincident avec M a
une date t quelconque attaché & R’ effectue un mouvement de rotation uniforme de vitesse angulaire & = QT“é'z,

il se trouve a la distance %t de O donc sa vitesse est Uent = 2;—2Lt59, son accélération est dent = —w?OM.E, d’ont

- 47%L > . = oo A o NI _ 4AnL > . = o - -
Qent = 7%1567«, ACor = 2W/\'UM/’R/ d’on ACor = %69; aM/’R - aM/’R/ + dent + ACor-
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